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1. Problém vlastnich hodnot

V podstaté se rozliSuji dva druhy problému vlastnich hodnot
e Standardni
e Zobecnény

Standardni



Vychazi se ze soustavy algebraickych rovnic ve tvaru
Ax=0
Hledajf se vlastni ¢isla matice A , tak aby platilo det(A —AE)

Piiklad
Stanovte vlastni ¢isla matice A

il
P

0

A2-51-2=0
544574472
EEEES

~ 2

A =-037, A,=537
Po zpétném dosazeni do soustavy algebraickych rovnic nelze explicitné vypocitat x, protoZe obé
rovnice jsou linedrné zavislé. Tedy napft. pro prvni vlastni ¢islo

1+.37 2 x| |0
3 4437 x| |0
Obvykle se nékterd z nezndmych voli a ostatni se dopocitavaji.
Zobecnény

Vychazi se z pohybové rovnice pro volné netlumené kmitani (volné kmitani)

Mq” +Kq=0
Predpokladané reSeni
q — qoeth

a po dosazeni

(K-QM)q, =0

Zobecnéni je dano tim, Ze misto jednotkové matice je matice hmotnosti. Pfevedeni na standardni se
provede vynisobenim M ™

(M'K-QE)q, =0

Nutnou a postacujici podminkou pro to, aby soustava rovnic méla nenulové netrividlni feSeni je, aby
determinant matice soustavy byl roven nule. Determinant det(M‘lK—QZE) se nazyvé frekvencni
determinant. Vlastni hodnoty jsou pro udlohy dynamiky vlastni frekvence kmitdni dynamického
systému (frekvencni spektrum). Nezndmé v tomto piipad€ predstavuji pravostranné vlastni vektory
(kmitna). Po usporfdddni se obdrzi modélni matice pravostrannych vektord - V. Obdobné bychom

mohli stanovit levostranné vektory.
Levostranné vektory - W

q) (K-Q'M)=0"
Po transponovani této rovnice
(K-o*M) q,=0

Odkud se stanovi levostranné vlastni vektory. Vlastni &isla jsou stejné. V piipadg, ze plati A =A" jsou
levostranné a pravostranné vektory stejné

Normovani

e Vzhledem k jednicce

e Vzhledem k matici hmotnosti



WMV =E
W’'KYV = A kde A je spektrdlni matice

Podminky ortogonality

T _

v,Mv, =9,

v, Ky, =56,Q]

Podminky ortoganility (kolmosti) vyjadfuji nezdvislost vlastnich tvarG na sobg. Tato skute¢nost ma

dva dusledky:

1. Pfi harmonickém buzeni frekvenci rovné vlastni kmitd soustava pouze jedinym tvarem kmitu
s frekvenci rovnou budici frekvenci.

2. V pifipad¢€, Ze je znam urcity tvar kmitdni, nelze na zaklad¢ této znalosti usuzovat jak budou
vypadat (ptipadné je odvodit) ostatni tvary kmiténi.

Stavovy prostor

V podstat€ je to snizeni fddu pohybové rovnice
Mq'—Mq" =0
Mq” +Bq" +Kq=Q(¢)
Maticovy zépis
0 Mjq -M 0||q° 0
lM Blla) |0 K|q] |Q)
Zkracen¢ (pro volné kmitani v homogennim tvaru)
Mq" +Kq=Q(r)
Horni podtrzitka znaci tzv. rozsitené veli¢iny. Pfedpokldadané feseni
q= ﬁoeh ’
A=A, +id, . redlnd ¢ast komplexni ho vlastniho ¢isla pfedstavuje tlumeni a imagindrni ¢ast vlastni

frekvenci tlumeného kmitani.
Metody stanoveni vlastnich ¢isel a vektoru
e Frekvenéni determinant

e Lancoszova metoda
e Metody zaloZené na podobnostni transformaci

Metoda Typ matice A Pozndmka
Jacobi symetricka uplny problém
LR algoritmus nesymetrickd uplny problém
QR algoritmus nesymetrickd uplny problém
QZ algoritmus nesymetrickd uplny problém
Lanczosova nesymetrickd CasteCny
Mocninova nesymetrickd castecny
Housenholderova nesymetricka CasteCny

Diilezité veliiny

A=A, tiA, - vlastni ¢islo je komplexné sdruzené



/ k , . el .
Q, =,|— - vlastni frekvence netlumeného kmiténi
m

Q=,/Q;—6° =Q, - vlastni frekvence tlumeného kmitan{

b ... s o .
o= 2— - soucinitel doznivani, b — soucinitel tlumeni
m

kriticky Gtlum Q, =/Q2—6% =0 - b, =2km
5 1 b 1 b .
, —Q—O—Q—O%—Em - pomérny Gtlum
27b

p

U

- logaritmicky dekrement dtlumu

Stanoveni tlumeni z amplitudové charakteristiky. Sitka je stanovena pro amplitudu

pfi poklesu o 3 dB

p —1A®
r2Q,
n;ﬂ'%
QO

Q - faktor Q—L

2b

P

Peak

-3 dB

bandwidth

fy fe fz

Pokles o 3 dB odpovidd hodnoté 70.7 %, nebo také hodnoté

Af:fz_fl
_Jo
Q_Af

A _0707A nebo

V2

=0.707A (nomindlni Sitka pasma).

V ptipadé Ze se vlastni frekvence netlumeného malo liSi od vlastni frekvence tlumeného systému, 1ze
piiblizné pro stanoveni pomérného utlumu (Q faktoru) pouZzit vlastni frekvenci tltumeného systému.

Vlastni hodnoty jsou obecné komplexn¢ sdruZend Cisla. Redlna ¢ast odpovida tlumeni a imaginarni je
vlastni frekvence kmitdni. Redlnd ¢4st rozhoduje o stabilit¢ dynamického systému. Kladnd znamend
nestabilni a zdpornd stabilni. Vlastni ¢isla 1ze zobrazit v Gausové roviné. Kazdému vlastnimu ¢islu

odpovida i urcity tvar odezvy v Casové oblasti.

Rayleighiiv kvocient



Vv

Vyuzivé se pro piiblizné stanoveni zpravidla nejnizsi vlastni frekvence. Patii mezi pfiblizné metody
feSeni dynamickych vlastnosti kontinui.

(K-QM)v=0

Pro r-tou (zpravidla nejnizsi) vlastni frekvenci pak je

v/ Kv, =Q’v My,

odtud

[
—v, Kv o1 .
viKv, o> ' E, Potencidlni energie

Q=g =t T T —"
v.My, “V'Mv, E, Jednotkova kineticka energie

Ritzova metoda

Podstata metody: Rayleightiv kvocient lezi v intervalu pfesnych hodnot vlastnich thlovych rychlosti.
Proto se vlastni tvar aproximuje linedrni kombinaci nezdvislych funkci, které spliuji OP. Vlastni tvar
minimalizuje Rayleighiiv kvocient. Napfi. pro jednorozmérné kontinuum

W)=Y af,()

Pak
ﬂr = Z’r (ai )

a musi byt

o4 _a(E)_,
da, da,\ E,

dE, . OE,
—r 2%
da, da,

d

a_(Ep—/iEZ):O pro i=12,....n
a.

l

ObdrZi se soustava n homogennich algebraickych rovnic. Pro jeden konec¢ny prvek neni mezi Ritzovou
metodou a MKP Zadny rozdil.

2. Metody redukce

V podstat€ je to snizeni fddu tloh (sniZeni poctu stupiti volnosti). Metody:
Piima

Fyzikalni

Guyanova

Modélni

Ve frekvencni oblasti

SNk W=

2.1 Pfima redukce
Je to piimé vynechani fadkt a sloupcti.

2.2 Fyzikalni redukce
Nekdy se této metodé fika metoda pfetvofenim mechanického modelu. V podstaté se pouZivaji dva
druhy. Dva pruzné ¢leny se redukuji na jeden a druhy, kdy se dva setrvacné ¢leny redukuji na jeden.



kl k2 kred

ml o mred

Ptiklady redukce
2.3 Guyanova redukce

Nékdy je tato metoda nazyvana jako statickd kondenzace. Podstata spo¢ivd v rozdéleni matice tuhosti
na hlavni (m - master) a vedlejsi (s - slave) prvky, pficemz vedlejs$i nesmi byt zatiZeny.

K., K.lq.| |Q.,
K. K, Hqs o
K..4,+K,4q,=Q,
K, q,+K q, =0
Po dosazeni za q, z druhé rovnice do prvni je
K,q,-K, KK q,=Q,
pak

q, K, -K, K/'K
lqs -K KK
Transformacni matice pak ma tvar

K, —K K 'K

mm

-K, K K

ms

q,,]

sm

sm

(m+s)xm

Cela pohybovéa rovnice

MTq;’ +BTq;, +KTq, =Q(r)

a dédle po ndsobeni transponovanou transformacni matici zleva
T'MTq’ +T'BTq’, + T'KTq, = TTQ(t)

2.4 Modalni redukce

Podstatou je transformace pohybové rovnice z fyzikalnich soufadnic do hlavnich. Fyzikalni soutadnice
(x) maji rozmér, hlavni (q) nemaji. Transformaéni rovnice m4 tvar

x=Vq

kde V je modalni matice pravostrannych vektort

Pohybovd rovnice ve fyzikélnich soutadnicich

Mx* +Bx* +Kx = F(t)

Pohybova rovnice ve fyzikalnich soufadnicich



MVq™ +BVq" +KVq=F(r)

Po nasobeni transponovanou modélni matici (obecn¢) levostrannych vlastnich vektori se obdrzi
W'MVq™ + WBVq" + W' KVq=W'F(r)

S pfihlédnutim k normé vzhledem k matici hmotnosti se obdrZzi

Eq” +W'BVq' +Aq=Q(¢)

Jeli matice W'BV diagondlni (pfipad tzv. komutativniho tlumeni), rozpadd se soustava n
diferencidlnich rovnic druhého tddu na n nezévislych diferencidlnich rovnic druhého fadu. V tomto
piipadé€ Ize analyzovat piispévek jednotlivych tvart kmitani na celkové odezvé. Redukce nyni spociva

v zahrnuti pouze urcitého poctu tvari kmitani do feseni, tedy
11 - 1m

V=|

nl - nm

je pohybova rovnice fadu nxm.
2.5 Redukce ve frekven¢ni oblasti

Vychozim vztahem pro redukci ve frekvencni oblasti je vztah pro dynamickou poddajnost (viz nize)
2n

G= z ‘ViWiT

Tiw—14
Do feSeni zahrne pouze urcity pocet vlastnich hodnot a urcity pocet soufadnic ve vlastnich vektorech.
Napiiklad v ptipadé zahrnuti pouze druhého a patého prvku ve vlastnich vektorech ma Citatel
(Dyadicky soucin) tvar. Pfidanim dalsiho vlastniho ¢isla (vektoru) se fad matice neméni.

3. Proporcionalni tlumeni

Velmi Casty pfipad vypoctového modelovéani tlumeni (viskozni tlumeni). Predpoklad:
B=aoM+ K

Po dpravé

V'BV =aV'MV + fV'KV

pro j-ty tvar kmitu

b, =am;+ Pk,

b, - hlavni (modalni) tlumeni

m; - hlavni (modalni) hmotnost

k ;- hlavni (modalni) tuhost

b.

_-/:a+ﬁ_-/

mj ml
Iy Q’
2m - /__(a+ﬁ .f)



J 2 Qj
Nebo
(04
2bpj = Q_ + ﬁQ]

J
Jak jiz bylo uvedeno, vlastni frekvenci tlumeného kmitani a soucinitel doznivani, resp. pomérny ttlum
Ize stanovit experimentalné. Zde mohou nastat tfi zdkladni piipady.
1. Ptipad — znaji se vlastni frekvence a pomérné ttlumy od dvou tvart kmitani. Koeficienty & a f se

stanovi ze soustavy dvou algebraickych rovnic
1

— Q
Q, {a} ~ {%pl}
L Q B Zbﬂ
Q

2. Pripad — zna4 se vlastni frekvence a pomérny ttlum jenom od jednoho tvaru kmiténi. Druhd rovnice

db
0:1{_1+ ﬁ]

Q, 2| @
Koeficienty & a [ se stanovi ze soustavy dvou algebraickych rovnic
1 o
Q a| (2D,
1 Bl | o
-—— 1
Ql

3. Pfipad — znaji se vlastni frekvence a pomérné tutlumy od vice jak dvou tvarti kmitani. Koeficienty &
a f se stanovi z pieurCené soustavy algebraickych rovnic

1 Q
Q, {0{} 2bpl
1 Q 2P
_Qn n_
Poznamka:

e Zpravidla se voli koeficient & =0-10

e Zpravidla se voli koeficient #=0-10""

e Koeficientem & se modeluje konstrukéni tlumeni
e Koeficientem £ se modeluje materidlové tlumeni

® Pozor, oba koeficienty maji rozmér

4. Odezva pii vynuceném kmitani (vynucené kmitani)

Pohybova rovnice

Mq” +Bq" +Kq=Q(¢)

kde Q(t) je buzeni soustavy (vn&j$i sila, moment). ReSeni se sklddd z feSeni homogenni &asti a

partikuldrniho integrélu, tedy



q=4q, +q,
Dva zédkladni ptipady

s 2 /M Y

e Ustalené kmitédni (feSeni ve frekvencni oblasti) — partikuldrni integral
e Piechodové kmitani (odezva v Casové oblasti)

4.1 Odezva pii vynuceném ustaleném kmitani

Pohybova rovnice za predpokladu harmonického buzeni ma tvar (amplituda buzeni je komplexni)

Mq"™ +Bq" +Kq =Q. "'

Resen{ se predpoklada ve tvaru

q= qoew

Po dosazeni

(~w’M+-iwB +K)q, = Q,

dynamickad tuhost (ptimad dynamicka tuhost, fizové posunutd dynamicka tuhost)

K,, =(-w’M+—iwB +K|

Dynamickd poddajnost

G= (—wZM +—iwB + K)71

Obdobné pfi feSeni ve stavovém prostoru

(iWM + K)ﬁo = (_20

Dynamicka poddajnost ma v tomto ptipadé tvar (vynechdn horni pruh)

G= (iwl\_/l + f()fl

Dynamickou poddajnost 1ze rovnéZ stanovit na zakladé¢ modalni transformace. V tomto piipadé¢ je
2n

G= z ‘ViWiT
T iw—14
Poznamka: v Citateli je tzv. dyadicky soucin.
Pak odezvu pfi vynuceném ustdleném kmitani I1ze stanovit ze vztahti
Bez redukce

q,=(~w’M+—iwB+K) Q,

Pti vyuziti Guanovy redukce

q, = (~*T'MT+ i T"BT+T'KT) T'Q,
Pti vyuziti modalni redukce (transformace)
W'MVq™ + W'BVq' + W' KVq=W'F(r)

Dyn

q, =’ WMV +—iwW'BV + W'KV)  W'Q,

Pti vyuziti redukce ve frekvencni oblasti
2n T
V.W.
Q=2—">Q=6Q
0 ;1(0_ 2 <0 0

[

Pro 1 st. volnosti

. F, F, 1 F 1
9o = Gre T, = . :70 ?0

—~@W'm+iwb+k 2 S
1—(“’] +i2h, 2 1—(“’] + L@
QO QO QO QQO




komplexni funkce frekvencni odezvy (pfenosova funkce pfti aplikaci Laplaceovy transformace)

1
H(w)= ;
" 1(0)] e
Q, 0 Q,
Modul a faze
1 1
H(w)= =
‘ ( )‘ 272 { 2 272 2
k 1—(“’} +[“’J k 1—(“’] +[2bﬁ“’]
QO QQO QO QO
¢(6z))=taln‘1 -
o[%_@
-2
Poznamka

Stav kdy je frekvence buzeni rovna vlastni (tlumeného i netlumeného kmitani) se nazyva rezonance
(opak antitrezonance).

Metoda trigonometrickych kolokaci

Tato metoda kombinuje feSeni odezvy pfi vynuceném ustdleném kmitani s feSenim v ¢asové oblasti.
Jednd se o pomérné novou metodu. Buzeni soustavy lze vyjadfit bud’ v redlném, nebo komplexni m
oboru. V této kapitole bude celd analyza provedena v redlném oboru. Piedpokladejme, Ze buzeni je
periodické se znamymi nasobky budici frekvence, které 1ze zapsat jako prvky mnoziny u s prvky u;

ve tvaru

p={p}={12,3 4,4, .42, L kde j=1+m.

Predpoklddejme, Ze i odezva je periodickd s piedpokladanymi ndsobky budici frekvence, které 1ze
zapsat jako prvky mnoZiny v s prvky v; ve tvaru

v={v}={12,3,.., 1.4, .43, t) kde j=1+n.

budici silu pti zahrnuti statického zatiZeni tak 1ze obecné vyjadfit ve tvaru

Q(1)=Q, + Z[QS,SiH (p,00t) + Q, cos (,ujwt)}

j=1
kde indexy sac znadi sinovou a kosinovou slozku. Re$eni pohybové rovnice piedpoklddejme ve
stejném tvaru

q(r)=q,+ Z[qsfsin (v, o)+ q, cos (vja)t)]
j=1
Volba poctu a typu ndsobkl zavisi na typu nelinearity vazebného elementu. Obecné nelinedrni
pohybova rovnice s ohledem na aplikaci metody trigonometrické kolokace v rotorovych soustavach
ma tvar
Mq” +Bq" +Kq=Q(7)
Pro rychlost a zrychleni plati
q = Zvja)[qucos (vja)t) -q, sin(vja)t)}

Jj=1

n

q” = vawz [—qusin(vja)t) - chcos(vja)t)}

J=1



Po dosazeni a porovnanim ¢leni u stejnych nezndmych se po tpraveé obdrzi

Z —Mvza)zsm(v ar)+By, a)cos(v al) +Ksm v al ZQ sin ,u at
2:—vaa)zcos(vja1) By axin(v,ar) + Keos v, at)] iQ cos( p,ax)

A =1
V rovnicich je (2n+1) nezndmych, proto s ohledem na feSitelnost je nutno druhé dvé Sasove zavislé
rovnice psat nejméné pro n kolokacnich Casti. Goniometrické funkce jsou pro dany ¢as a ndsobek

konstanty. Konkrétni ¢asové okamziky se stanovi rozdélenim nejvétsi periody ve spektru odezvy na
konecny pocet hodnot. JestliZze dale ozna¢ime

C, =—Mv?wzsin(vja)t) +ija)cos(vja)t) +Ksin(vja)t)
C, . Mv w cos(vja)t) —ija)sin(vja)t)+Kcos(vja)t)
lze pro k -ty Cas t, psat
. C, 0 o= Q, sin (w1, ) - q,

. 0 Cc,» T ch COS( ﬂ_,-a)fk) Cola,

Pak ma pohybova rovnice véetné statického feSeni pro k -ty ¢as tvar

K'q,+ Y Ciq;=Q,+ Q!
j=1 j=1

Pro dlohu ¢isté dynamickou méa pohybova rovnice pro k -ty ¢as tvar

Y, -
j=1 =1

kde vychylka a rychlost q,, q; jsou vysledné aktudlni veliCiny v Case ¢, . Na zdklad¢ vysledné rovnice

se sestavi pro vhodny pocet ¢asovych okamzikl soustava nelinedrnich algebraickych rovnic.  Velkou
vyhodou této metody je, Ze pro popis funkénich zdvislosti nelinedrnich vazeb lze pouzit stejné vztahy

jako pii feSeni pfechodového kmitani. Tyto jsou mnohem obecnégj$i, nez vztahy pro feSeni ustaleného
kmitani. Toto je ddno skuteCnosti, Ze jsou sestavovdny pro konkrétni Cas #, a zndmou polohu a

rychlost stfedu hiidele q, a q;. Nevyhodou této metody je velky fdd vysledné matice soustavy,
zejména pii zahrnuti vétsiho poctu frekvencnich slozek.

4.2 Odezva pii prechodovém kmitani

Je to teSeni v ¢asové oblasti. Fourierovou transformaci (rychlda Fourierova transformace) lze ziskat
feSeni ve frekvencni oblasti.

Pohybova rovnice

mijqj *+b, qj —|—kquj 0. (t)

vV

poééteém podminky pro t =0 pohybu hrldele jsou dany vztahy
9, = G- 9; = qo;-

Odezva pri prechodovém kmitani
2m

t
A (t—-1 .
q,=) e"v,w, J.fk(f)e a )df-l_(mkiqo.i-'_bkiqw+ﬂ’nmk_iq°j):|
0

n=l



2n L
q=) *vw! { j Q(v)e ¥dr+Mq; +Bq, + &Mqo}
i=1 0

Na zakladé modalni transformace
2m

t
q; = el"tvn,- W, D‘ 0, ()" dr+ (mqu(.).i +b,4y; + A,myq,; )}
0

n=l

2n r
q=) ¢ vw/ [I Q(2)e**dr+Mq; +Bq, + /LMqo}
i=1 0

Na zikladé Laplaceovy transformace
Pohybova rovnice

Mq” +Bq" +Kq=Q(¢)

déle je p =1 - parametr Laplaceovy transformace
K, =p’M+ pB+K - matice dynamickych tuhost
G =K' - matice dynamickych poddajnosti
(P°M+pB+K)r=R

adi(G)

det(G)

det(G)=0 - z toho se urd{ vlastni &sla 4,
v, adj(G),
oA

kde pro 1 st. volnosti

r=K,R=GR=

q= DQ(T)eMdT+ Mgq; +Bq, + 4Mq,
0

A=A

. 1 —(=7) .
q4=q,+q,= Ce™ 51n(Qlt+¢)+—jfk(f)e ) sinQ, (t—7)dr
m&, q
kde g, je tzv. Duhamelilv integral

Metody piimé integrace pohybovych rovnic

V podstaté se metody déli na explicitni a implicitni.
Metody: - explicitnf (Diferenénf, R-K) -4,=f(4,0)
G = (444" (kinematika)
- implicitni (Newmarkova, R-K)  -¢,,, = f(¢:,,Qs1)

Metody Runge-Kuttovy (R-K)

Druhy:

- explicitni

- implicitni

Reseni diferencidlni rovnice (stavovy prostor)
Mq +Kq=Q(t)

odkud

q =M"(Q-Kq)=f(r.q)=q"(%.q)
Podstata metod



m

Q. =9, + 2 k4,
i=1

kde  k; - jsou konstanty
q, - funk¢ni hodnoty

i—1
q, =Aq’ (t +aALQ+ Y ,liiiq_].j

j=1
Metoda druhého radu
Q.0 =9, +Aq (r +%At,q, +%Arqu
Metoda tretiho radu

2 1 4
q.r =49, + §q1 +§q2 +§q3
q, = A" (1.q,)

. 1 1
q, =Arq (t+§At,q, +quj

. 3 3
=Atq | t+—Af,q, +—
q; q ( 4 q A qzj
Metoda ¢tvrtého fadu
1
Q. =9, +g(ql +2q, +2q,+q,)

q,=Anq’ (t,q,)
= At (t+1At +1 j
q q 2 qt 2q1
1 1
=Aq | t+—At,q, +—
c(istma i)
=Aiq’ (1+At,q, +q,)

Metoda centralnich diferenci

A

/
/

i-1 1 i+1

41 — 4
o i+l i—1

' 2At

N



Vo -V 9~ 49 49 —4ia
e S .Y At _ 929+ 9,
: At At At?

Newmarkova metoda

A
a=q"” 0=0,5
- /
0=0,5
o=0
t
At =0 At

5205, a>025(0.5+5)", @1

7=0Ar
AqH-T = bH—T
1 1 1
(1) - _ I I I _1 .
Grie =" 3 (9,..—4,) ponl) (205 jq,

Qivae = 4 +6(Qt+r —q, )

G =q; +[(1-8) g + 5477, | At
G = 4, +Dig] +[ (05-a) g +ag”,, | At

2

5. Kmitani kontinua

Zde budou analyzovany pouze nékteré zdkladni typy kontinua (spojity model).
Poznamka: srovnéni s tuhym télesem (tuhé téleso)

1. Podélné kmitani prutl

Torzni kmitani pruti

Pti¢né kmitani prut

Kmitdni membran

Kmitani desek

AW

Zékladni vztahy pro sestaveni vychozi rovnice pro analyzu dynamickych vlastnosti

1. Rovnice rovnovahy (pohybovad), zatizeni zde ptedstavuje spojité rozloZené zatiZeni.
2. Konstitutivni vztahy (Hookeliv zdkon)

3. Rovnice kompatibility (spojitosti)

5.1 Podélné kmitani pruti

1. Newtoniiv pristup



1. Rovnice rovnovahy (pohybova)

(F+8—Fdxj—F=adm
ox

oF ou
—dx=—=d(pSd
5y D= d(pS)
oF o’u

o _ gl U

x or

kde F je axidlni sila (sila)
2. Konstitutivni vztahy (Hookeliv zdkon)

F .
o=Ec= 5 kde o je axidlni napéti

3. Rovnice kompatibility (spojitosti)

o
0x
Shrnuti
2
F = ESa_” oF _ E B_th
ox ox ox
Potom
o’u o’u
EsSh = psit
w PPor

Reseni (zavedeni substituce)

u(x.t)=u, (x)u, ()

Analyza volného netlumeného kmitdni (modalni vlastnosti)
u(xt) =u, (x)u, (£) =u, (x)ue™

Po dosazeni do pohybové rovnice

azux iQr i
ES . e == pSu, (x)u,e
2
Eaauzx +Q%u, (x)=0
p Ox
Reseni

u, =C, cos Ax+C, sin Ax, ﬂ:i

7

P

Ptiklad: oboustranné vetknutd ty¢: x=0,u =0,x=Lu=0
0=C,sinAl Al=nx

nz_ Q _nz |k

1_\/% 1 \p

2. Pristup na zakladé MKP
Princip virtualnich praci — obecné

[6u" F,av +[ u" FydS +64" F, = [ ode" av
|4 S \%4

I(?uT (—pu™)av = IGT58dV = jégTadV
|4 \%4 \%4

MKP:



u(x)=ue=[1 X]H

q=Sc

g | |1 Of¢
Myt
odkud pro setrvacné sily

u(x)zuczuS_lq:Aq:[l_f ﬂ{q}

q,
ou(x)=Adq
ou' =6q" A"
= Aq”
pro elastické (vnitini sily)

STV
ox oOx [ 1

oc" =o6q'B"

Hooketiv zakon

oc=Ee¢ G = K¢

Vysledny vztah

—5quI A"Aq"dV = 5qTJ-BTEBqu
|4 \%4

Mq” +Kq=0
M=p[ATAdv

1%
szBTEBdV

1%

X X

M = 1-= =|dv

ol [ l J

[

_1
K=l E[—l —}dV
1B 1

[
2 1
w28
6 |1 2
1 -1
K _ES
[ -1 1

5.2 Torzni kmitani

f—

Newtonuv piistup
1. Rovnice rovnovahy (pohybova)
oM 9’
=P Ip _2¢
ox ot



kde M je kroutici moment, ¢ je tihlové natoceni, (druhé derivace podle Casu je thlové zrychleni)
2. Konstitutivni vztahy (Hookeliv zdkon)

T=Gy= M
Ip
3. Rovnice kompatibility (spojitosti)
99
= ox
Shrnuti
oM g
—_— -Gl ==X
ox " ox’?
Potom
d’p ’p
e TP
Reseni

o(x.1)=9.(x)p (1)
Analyza volného netlumeného kmitani (modalni vlastnosti)
o(x.1)=0.(x)9 (1) =0, (x) g™

Po dosazeni do pohybové rovnice

aZ iQt iQt
G ax% 0" =-Qpp, (x) e
GIP,
——+Q¢ (x)=0
p ax2 ¢x( )

Reseni

@, =C, cos Ax+C, sin Ax, ﬂ,:i

P
Ptiklad: oboustrann¢ vetknuta tyc:

x=0,0=0,x=1¢0=0
0=C,sinAl Al=nzx

nr . Q

T
.

017 |G
L \Np

2%

5.3 Pri¢né kmitani pruti (ohybové)

Newtonuv piistup
Vyslednd rovnice pro piicné (volné netlumené) kmitdni prutt

2w o*w
EI + 08 =0
T
Reseni

w(xt)=w, (x)w, (1)
Analyza volného netlumeného kmiténi (modalni vlastnosti)
wlt) = w, (x)w, (1) = wone™

Po dosazeni do pohybové rovnice



;E aX4 x V0
4
C2J2 a 4x Wroeth _szxwtoelgl _0
X
4
aa):‘; _p4wx:0’
kde
1 pS 1
4_ 02 _0o2F° _o2
p=0 EI S e
pS
a dale

Obecné feseni lze vyjadfit nékolika zpiisoby, pficemz nejvyhodnéjsi je ve tvaru tzv. Rayleighovych,
(Krylovovych) funkci), kde w_ je prihyb nosniku

w=CS+C,T+CU+C\V

kde

S =S(px) =%|:cosh(px)+cos(px):|
T =T(px)=%[sinh(px)+sin(px)]
U =U(px) :%[cosh(px)—cos(px)]

V =V (px) =%[sinh(px)—sin(px)]

Vyhoda napf.
dT T
—=7pS, = p°V atd.
dx P dx* P
a navic respektuji OP
dw d’w aM  d’w
Typy OP: w, —, ~— == =
Py dx dx’ Q dx  dx’

Ptiklad OP jednostranné vetknutého prutu (vetknuty nosnik)

X

v

7 1

/

Prox=0, w=0,w =0
Prox=1 w=0,w" =0
Poznamka: obdobné pro ostatni okrajové podminky, piipadné jejich kombinace (rotacni vazba, resp.

Vv

obecnd). Vyssi tvary kmitdni maji po délce uzly (uzel).

5.4 Kmitani membran



Membrany nepienaseji ohybové momenty.
Druhy:

- kruhové

- obdélnikové

ReSeni:
- v kartézskych soutadnicich - obdélnikové
- v polérnich soufadnicich - kruhové

Pohybova rovnice
NVzw—ﬂaw2 =0

S ot
9 19 1 0°
S2t oyt s
or ror r°o@

V2=

Obdélnikova membrana
Laplacetiv operator

> 9
—_— + —,
ox* o9y’
Obecné teseni (pro prithyb) tvar

w(y)=w, (x)w, ()

wx(x):Clsin(iZ j ( a j

w, (v)=D, sin(bej+D cos(bej

V=

OP + tvary kmitani
ve sméru X : 2
ve sméruy : 2

Kruhova membrana

Obecné feseni ma tvar (pro prithyb)

w(r.g)=w,(r)w,(9)

a pak dale
Wr (r) = ClYln + CZJln

w, (@)= D, sin(ng)+ D, cos (ng)
OP + tvary kmitani

5.5 Kmitani desek

Desky pfenaseji ohybové momenty.
Druhy:

- kruhové

- obdélnikové

ReSeni:
- v kartézskych soufadnicich - obdélnikové



- v polarnich soufadnicich - kruhové

Pohybova rovnice
Phow _

ViViw+ >
D ot

0

Obdélnikova deska
2" 2> 9> 9*
= +2

V! +
ox*  ox* 9y’ oy'

kde
D= ER’

12(1- %)
Obecné feseni (pro prithyb) ma tvar
w(xy)=w, (x)w, (y)
w=CS+C,T+CU+C\V
w,=DS+D,T+DU+D,V
OP + tvary kmitani

ve sméru X : 4
ve sméruy : 4

Ptiklad: Stanovte okrajové podminky pro obdélnikovou desku na jednom okraji vetknutou a na
druhém podepienou

vetknuto
y %
podepieno
b
a X
Prox =0, w, = ,w;;=0
Prox=a, w =0, w; =
Proy=0, w. =0, w,
Proy=b, w =0, w, =

Kruhova deska
Laplacetiv operator

2 2 \?
V4: a_2+li+iza_z
or ror r°oe

Obecné feSeni ma tvar



w(r.g)=w,(r)w,(9)

Reseni v obvodovém sméru

w, (@) =sin(mp+y)

Reseni v radidlnim sméru

w, (r) =Y, +CJ,, +Gl, +C,K,,

OP + tvary kmitani (analogie s pticnym kmitani pruti)
v radidlnim sm¢ru: 4

Ptiklad 1
Stanovte okrajové podminky pro desku s otvorem na vnitinim poloméru volnou a na vnéjSim
vetknutou

R2

Pro r=Rl, w =0, w =0
Pro r=R2, w =0, w =0

Priklad 2
Stanovte okrajové podminky pro desku bez otvoru a na vnéjSim podepienou
Pro r=0, w =0, w =0

Pro r=R2, w =0, w'=0

Pozndmka:

Reseni dynamickych vlastnosti kmitdni membrin a desek zpravidla vede na feSeni fadami, tedy
Besselovymi funkcemi. Besselovy funkce jsou rGznych druhii. Besselovy funkce jsou feSenim
Besselovy diferencialni rovnice fadu N:

> y'+ x y+x*-N?) y=0

Besselovy funkce (viz Matlab) jsou:

BESSELI(N,Z) Besselovy funkce prvniho druhu, fddu N
BESSELY(N,Z) Besselovy funkce druhého druhu fadu N
BESSELI(N,Z) Modifikované Besselovy funkce prvniho druhu fadu N
BESSELK(N,Z) Modifikované Besselovy funkce druhého druhu fadu N

BESSELH(N,K,7Z) Hankelova funkce fadu N
AIRY(K,Z) Airyho funkce



Shrnuti

Membrana Deska
Obdélnikova 2
NV - Vv 2O _
S ot D o
2 2 4 2 32 4
sza—2+a_2 V2V2:V4: a4+ a a 84
ox*  dy ox ox* 9y’ 8y
Obecné feseni ER
w(x,y)=w, (x)w,(y) T 12(1- )
] Obecné rfeSeni
w (x)=C sm(m j+ , cos( j ecné feseni
a w(x,y)zwx(x)wy(y)
Wy(y):DISin(] y}rD CO( j w,=CS+C,T+CU+CV
b b w,=DS+D,T+DJU+DV
Kruhova 2 2
szw—ﬂawz = V2V214)+p—haw2 =
S ot ot
2 2 2
sza_+li+i a Vzvz_v4_ a_2+1 8 +ia_2
o' ror 1’ d¢’ ot ror rPog¢?
Obecné feseni Obecné fesent
W(r7¢)_wr(r)w¢,(¢) W(r,¢)zwr(r)w¢(¢)
a dale

Wr (r) = CIYIn + C2J1n
w, (9) = D, sin (ng)+ D, cos (ng)

a dale
w, (@) =sin(mp+y)

w, (r) =CY, +CJ,, +Gl, +C,K,,

Tvary kmitu:
uzlové ¢ary (obdélnikové)
uzlové plochy (obdélnikové)
uzlové priméry (kruhové)
uzlové kruznice (kruhové)




6. Metoda pi‘enosovych matic

V neddvné dob¢ velmi pouzivand metoda pro feSeni kmitani fady konstrukci. Je nenarocna na pamét
pocitace.

{q} :{pu pu}{‘l}
Q » LPa P2 Q |
stav, = prenos,,stav,

Si+1 =P, Si

i,i+1
Sn = "'Pi,i+1Pi—1,i"'Sl

S, =P§,

Pozndmky

- matici P je neznama frekvence

- zahrnuti OP

- vypocet vlastnich vektorti

- feSeni vynuceného ustidleného kmitdni
- feSeni pfechodového kmitani

- mozni kombinace MKP a MPP

Ptiklad

Sestaveni rovnice pro analyzu dynamickych vlastnosti volného netlumeného kmitini dynamického
fetézce na jedné strané vetknutého a na druhé stran¢ volného. Uplné uvolnéné i-té€ téleso je na obrazku.
Uzly jsou oznaeny pismeny 1 a 2.

1

— AN %

Q1 k. m,

q, q,
— >

Pohybové rovnice z pohledu MKP m4 tvar
o wla) 5 Ve
0 m|lq, —k k|4 0,
Predpokladané feSeni pro piipad harmonického buzeni a kmitani
0=0,e", q=q,"
Po dosazeni
| k; —k; }{%1} _ {Qm}
| =k, ki — a)zmi 902 - O

Po prevedeni do tvaru vhodného pro metodu pfenosovych matic

_ki —1| 90 _ ki 0 0%
=k 010, |-(k-a'm) 1|0,

Vysledna rovnice pro kone¢ny prvek ma tvar

4 _ ki of’ ki =1l gy
| On, - _(ki_wzmi) 1 -k, 0 || Oy

a matice prenosu




P - k; 0" k. -1
ol —(k-@'m) 1| |-k 0

Pfenos mezi mistem 1 a n se stanovi ndsobenim lokalnich pfenosovych matic. Po zahrnuti okrajovych
podminek mé vyslednd rovnice tvar

0 " Py Pn | Q 1
Z. druhé rovnice potom je

0=pn0

Nutnou a postacujici podminkou pro to, aby soustava rovnic méla nenulové netrividlni feseni je, aby
determinant matice soustavy byl roven nule, tedy

det(p,,)=0
V obecnéjSim piipadé je submatice p,, funkci frekvence. frekvence pro niZ je determinant roven nule

je vlastni frekvence volného netlumeného kmitani otevieného retézce. Zpétnym dosazenim vlastnich
frekvenci do rovnic pro pfenos mezi jednotlivymi uzly se pro jednu zvolenou veli¢inu (matice je
singularni) vypocitaji vlastni vektory.

Metoda kone¢nych prvki

a|_[e g f[Q] oo AP
= (silova varianta — neznamé jsou sily)
KB gy 8» 2

Ql _ k11 k12 q, v - . PP
= (deformacni varianta — nezndmé jsou deformace)
QZ k21 k22 q2

7. Citlivostni analyza

V podstaté¢ chceme stanovit, na zménu kterého parametru jsou nejvice citlivé modalni vlastnosti
dynamického systému. Chceme tedy stanovit:

A v,

dp; Ip,

Postup — pouze pro %

J

(K-AM)v,=0

Ky M) a0

apj apj apj apj

vi| Ay g M v (k- 2=
dp; 9p; P, p;

v (K-AM)=0"

oA _y BK_/%GM v
P, dp; P,
Vysledkem pak je matice




K3 * * ]
%k *
L (po) =L,=|, % %
Bp_l.
% %k *

8. Ladéni mechanickych soustav

(K-AM)v,=0

Vektor naladéni

1 :[ﬂq,ﬂz,...,ﬂn,VIT,Vg,...,vZ]T
Vektor parametrii

P=[pi. 10 Pl
Vektor poZzadovanych modalnich veli¢in

I'= [ﬂq,ﬂz,...,/lr,VIT,Vg,...,vﬂT
Vektor vybranych nezndmych (vypocitanych) parametr

P =[PPy ]
Matematicka formulace ladéni

l(p*) Y
Metoda postupnych linearnich aproximaci
Taylortiv rozvoj

! (p)=li(p0)+;%}:0)(pj—poj)+...

Jacobiho matice zobrazeni (matice ladéni, nebo matice citlivosti)

E3 * *

% % *
L(pO):L(): % all(po) *

ap;

% % *
i (p)ili(p())-i_LO(pj_pOj)
maticove
l(p)il(p0)+L0 (P—Po)
zkracené

1=1,+L,(p-p,)
odtud s ohledem na vysledné feSeni je

p=p,+L; [l* _lo}
Postup ladéni

M,K zname



Urceni vSech modalnich vlastnosti — 1

Vybér pozadovanych modalnich vlastnosti — I’
Citlivostni analyza — kompletni

Vybér parametrt pro ladéni - p pro nejvetsi spady
Volba chyby

Rozhodnuti o zavedeni ptipustné oblasti

Proces ladéni - iterace

N AW =

9. Metody FeSeni nelinearniho kmitani
Metody. Ptima linearizace
Ekvivalentni linearizace
Taylortiv rozvoj

P{ima linearizace

M(x)= x[f(x)—k*x] =xf (x)—k'x’

a A aM (x)
—=|2 . =
ok j ()= x=0

Ekvivalentni linearizace

Predpoklad: harmonické buzeni
harmonické kmitani

mqn + f (q, qo ) — Qoeia)l

q=4q,sin(@r+9)

g’ =q,wcos (@t + )

a déle

f (q, q') =b,q" +k,q=b,q,0cos(axt +¢)+k,q,sin(axt+ @)
Podstata — rozvoj funkce f (q, q') ve Fourierovu fadu
f(q,q') =U, cos(@x +¢)+V,sin(axt+ )

kde koeficienty jsou

0, =L £ (00" )cos ar+g)a (ar)

Vl=;jf(q,q')sin(a)f+¢)d(a”)
0

h=Y =l

N © g

Tayloriiv rozvoj

Podstata spoc¢iva v rozvoji nelinearni funkce v Taylorovu fadu, pficemZ se berou v tvahu pouze jeji
prvni (linearni) ¢leny. Pfedpoklad malych kmitii kolem rovnovdzné polohy



o (¢.9") +8f(q,Q') i
L

fla.q")=

Vlastnosti nelinearni ho kmitani:
e subharmonické kmitani
e ultraharmonické kmitani

10. Stabilita pohybu

Stabilitu 1ze definovat z rtiznych hledisek
dynamicka stabilita

globdlni stabilita

lokaln{ stabilita

stabilita struktury

stabilita tvaru

stabilita ve smyslu Lagrange

stabilita ve velkém

stabilita ve smyslu Ljapunova
technicka stabilita

Kritéria posouzeni stability

Na zédklad¢ redlné ¢asti komplexni ho vlastniho ¢isla
Routhovo — Hurwitzovo kritérium

Analyza ve fazové roviné

Ljapunovy exponenty

Floquetovo kritérium

Analyza v Gausové roviné

2 w7

Vlastni ¢islo 4 =4, +i4,, - (stabilita typu divergence, nebo flutter)

Routhovo - Hurwitzovo kritérium

Ve staticky rovnovazné poloze je rychlost pohybu nulova. JestliZe na soustavu neptisobi vngjsi sily,
které nemaji potencidl, staticky rovnovdzna poloha se stanovi (na zdklad¢ Lagrangeovych rovnic II.
druhu) z rovnice

oE, 0
dq B

Jednou z moznosti o rozhodnuti stabilni, ¢i nestabilni rovnovazné polohy je druhd derivace, tedy pro
stabilni rovnovaznou polohu misi byt

o’E,
9q;

i

>0

O tom zda bude staticky rovnovdzna poloha stabilni, nebo labilni Ize rozhodnout napt. na zdkladé
Routhova — Hurwitzova kritéria. Nejdiive je nutno sestavit tzv. charakteristickou rovnici
det(A—AE)=A"+a A" +a,A"* +---+a, A+a,=0

Nutnou a postacujici podminkou pro to, aby charakteristicka rovnice méla vSechny kotfeny se zdpornou
redlnou ¢asti je splnéni nerovnosti:

1. a, >0, j=1,2,--,n



a 1 0
a 1 0 a, a, 1 0
a 1
2. >()’ a, a, aq >0’ >0
a; a4,
) as a, a, o o - -« 0 a a, a,
an

Ljapunova definice stability v tzv. ,,malém*

Nerozruseny pohyb je stabilni, jestlize pro kazdé kladné malé Cislo € lze nalézt takové kladné Cislo 77,
7e pro vSechny rusivé pohyby pro které plati Hx(t0 )—x" (1, )H <7n bude pro viechna 7>,

Hx(t) -X (t)H < &. Jestlize takové 17 >0 neexistuje, pohyb je nestabilni.

Fazova rovina (Hayashiho)

Q\I\V\\\ct :__/ \)
m% \\\7’7/ =
S== N

=
) .
o o 1
Al g\eo : kﬁ sk
Ay oy '\:“‘““Q‘

5 P
wedd .

1///7

Jestlize se pohyb zastupujiciho bodu blizi k ohnisku, dynamicky systém je stabilni a pokud se
vzdaluje, dynamicky systém je nestabilni.

Ljapunovy exponenty

Exponenty polynomu rozhoduji o stabilit¢ dynamického systému. Jejich vypocet je znacné Casové
naro¢ny a provadi se v ¢asové oblasti.



Flugetovo kritérium (Floquetova véta)

Floquetova teorie se vztahuje k soustavé linedrnich obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic prvniho fadu
x"=A(1)x

kde matice A je spojitd periodickd funkce s periodou T. Matice F se nazyvd matici fundamentélnich
feSeni, pfi¢emz sloupce jsou linedrn¢ zdavislymi feSenimi. Pak lze feSeni soustavy rovnic napsat ve
tvaru

x(t)=F(t)F" (1,)x(z,)

Matice

H(t’to) :F(I)F_1 (to)

se nazyvd prenosovd, nebo také pfechodovd matice z Casu 7, do Casu ¢. Neni-li matice A () funkef
Casu (konstantni), pak je matice prenosu ddna vztahem

H(z,7,) =€

coZ je tzv. maticovd exponenciala. Je-li matice A () funkci Gasu, pak je matice pfenosu déna vztahem
H(1.1)) = Z(1)e" ™27 (1,)

Mezi ¢asy 0 a T (perioda) pak je

H(T,0)= M)

nebo

H(7,0)=Z(0)e™Z7'(0)

(kdy je Z(T)=Z(0) ). Matice e™ se nazyvd matice monodromie. Matice Z(¢) je dle Floquetovy

véty reguldrn{ a rovnice Z(0)e™Z™' (0) piedstavuje podobnostn{ transformaci (neménf se vlastni &isla

s vs

matice pied transformaci a po ni). Pak vlastni &isla matice H(7,0) a matice e™ jsou stejné. Pak stadf,

posuzovat stabilitu pouze podle matice pfenosu H(T',0). Nutnou a postadujici podminkou pro to, aby

dynamicky systém byl stabilni je, aby velikost vSech vlastnich ¢isel mezi ¢asy 0 a T leZela v rozsahu 0-
1.

Stanoveni matice H(7,0) (4 pFistupy)

Homogenni tvar pohybovych rovnic ve stavovém prostoru md tvar (pro zjednoduSeni zdpisu je
vynechdan horni pruh)

Mq*'+Kq=0

tento lze upravit na tvar

q =-MKq

nebo také

q° =Aq

Matici prenosu je nejvyhodnéjsi pocitat numericky.

1. Pristup
Je-li Casovy usek (7,7,) rozd&len na n asovych krokd, pak

H(T,0)=]]*"

i=1
tedy pies maticovou exponencidlu
2. Pristup

Je-li Gasovy udsek (7,7,) rozdélen na n Casovych kroki. Je-li Gasovy krok integrace maly, 1ze béhem
tohoto kroku povazovat matici A za konstantn{ a plati



q =Aq

Pti pouziti explicitni metody je

4, —9q;,
At

odtud

q;, = (E +AA, ) q,,

a matice prenosu mezi sousednimi kroky vypoctu
Hi,i—l =E+ AtAH

H (T’ 0) = ﬁ H,
i=1

= Ai—lqi—l

3. Pristup
Je-li asovy usek (t,7,) rozd&len na n Gasovych krokd. Je-li ¢asovy krok integrace maly, 1ze béhem
tohoto kroku povazovat matici A za konstantni a plati

q" =Aq
Pti pouziti implicitni metody je
q —4q9.,
=L T —Aq.
At s
odtud

-1

q; = (E_ AtAi) q;,

a matice prenosu mezi sousednimi kroky vypoctu
H, =(E-AA,)"

H (T’ 0) = ﬁ H,
i=1

4. Pristup

Pfimym vypoctem odezvy v ¢ase T na zdklad¢ zvolenych pocateCnich podminek. V podstaté se
provadi opakovan€ vypocet odezvy v Case T na zdklad€¢ zvolenych pocate¢nich podminek. Tento
vypocet se opakuje n krat.

H(7,0)=X"(0)X(T)

K vypoctu odezvy v Case T Ize vyuzit nékterou z pfimych metod integrace pohybovych rovnic.
Poznamka: V pifipadé pouziti metod piimé integrace pohybovych rovnic Ize rovnéz vyuZzit

Newmarkovu metodou, pfipadné Runge — Kutha 4. fddu. Explicitni, nebo implicitni metoda zde byla
ukdzédna pouze pro ndzornost

Analyza v Gausové roviné
Pouziva se pfti feSeni vynuceného ustdleného kmitini. Pokud je pohyb zastupujiciho bodu v Gausové
roving€ ve smyslu hodinovych rucic¢ek, dynamicky systém je stabilni a naopak.

11. Dynamicky tlumi¢ vibraci

Pro jednoduchost bude ukdzan princip dynamického tlumice vibraci na kmitani soustav s 1 st. volnosti.
Amplitudo frekvencni charakteristika ma tvar



Amplituda

»
»

® Frekvence

Amplitudova charakteristika pivodni soustavy

Pozadavkem nyni je, aby v rezonanci byla amplituda minimdalni. Jednim ze zplsobi jak toho lze

dosdhnout je, pfidat k tomuto dynamickému systému druhy. Tim se soustava s 1 st. volnosti zméni na
soustavu se 2 st. volnosti. Pii buzeni pivodni rezonan¢ni frekvenci, t€leso prvni kmitd minimalné

avSak kmitd téleso druhé, ptidavného tlumice. Vhodnym tlumi¢em umisténym na druhém télese
(tlumice) se snizi i kmitani tohoto télesa a dochazi tak ke zmaieni energie.

A

Amplituda

v

o Frekvence

Amplitudova charakteristika nové soustavy

Poznamka: tlumic¢ je funkéni pouze pii jedné budici frekvenci. V piipad¢ polyharmonického buzeni je

//////

12. Elektro mechanicka analogie

Existuje analogie kmitdni v mechanice a v elektrotechnice. Schéma mechanického systému je

vSeobecné zndma, proto zde neni nakreslena.
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Odpovidajici veli¢iny

Mechanika Elektrotechnika
Hmotnost m Indukce L
Tuhost k Elektrick4 elastance 1
C
Tlumeni b Odpor R
Buzeni Q Casova zmeéna du
napéjeciho napéti dr
Vychylka q Proud Il
Rychlost v Casovd zména proudu I°
zrychleni a Druhé derivace proudu I
Pohybové rovnice
mq" +bq” +kq=0(t)
1-c¥
dt
LI** +RI® -l—ll :d—U
C dt
Dalsi veliCiny
Vlastni frekvence Soucinitel doznivani
Mechanik
echanika o \/E 5= b
m 2m
Elektrotechnika 1 R
Q= |— 0=—
CL 2L
13. priklady

Budou ukdzany dva piiklady na feSeni odezvy pfi vynuceném ustileném kmitani. Je to doplnéni
ptikladd, které jsou ve studijnich oporach pro dynamiku.

13.1 Priklad 1 - kinematické buzeni

Je dana soustava téles podle obrazku. Zdkladni téleso, ke kterému je vazan pruzny ¢len kona
harmonicky pohyb u=u.e'. Kotou¢ o hmotnosti m, a poloméru R je pevné spojen s ty&i o

hmotnosti m,délky [. m =2kg, m,=3kg, R=01m, [=02m, u,=1mm, kle“%,



b=10 N/(’%), v=2cm, we Aw=<10—-100> m%, a=30deg. Soustava se nachdzi ve staticky
rovnovazné poloze a predpoklddejte malé kmity kolem této polohy. Predpokladejte, Ze dynamicky

systém je linedrni.

/

| |
I:t
my rrrrrrrrr —t V
b
I

Pro danou soustavu feste:

1. Stanovte vlastni frekvenci netlumeného a tlumeného kmitini a zndzornéte amplitudovou
charakteristiku.

2. Rozhodnéte, zda v pdsmu provozniho buzeni nastane vymezeni vile v.

Rozbor tlohy

Soustava téles predstavuje soustavu, kterd mé jeden stupen volnosti. K sestaveni pohybové
rovnice budou vyuzity Lagrangeovy rovnice druhého druhu. K analyze kmiténi Ize pfistupovat dvéma
zpusoby.

Schéma prvniho zptisobu je na prvnim obrdzku. Jako zobecnénd soufadnice je zvoleno natoceni
soustavy, tedy g = @. Vysledkem bude kontrola vymezeni vile podle vztahu v <c@, cosy <v.

Schéma druhého zplisobu je na druhém obrazku. Jako zobecnénd soufadnice je zvoleno
posunuti koncového bodu na tycce, tedy ¢ = x. Vysledkem bude kontrola vymezeni viile podle vztahu

V< Xy <V.



Model: torzni kmitani

X

N
Il

77 *

Model: podélné kmitani

Mezi obéma pfistupy, na zdklad¢ kterych musi byt dosazeny stejné vysledky a stejné zavéry
plati vztahy

X=cQcosy

X" =c@’ cosy
V obou ptipadech je nutno stanovit thel y, pro ktera plati

¥ =atan R =atan _O0L =0.32 rad
R+ 0.1+0.2

v =18.44 deg
a také vzdalenost c, pro kterou plati
=R +(R+1) = 0.1 +(0.1+0.2) =0.32m
Poznamky
¢ Pii feSeni nebudou uvazovény tithové sily, protozZe soustava je v rovnovazné poloze.
¢ Pro odliSeni zobecnénych veli¢in (hmotnosti, tuhosti, tlumeni a vngjsi sily), které jsou oznaceny

v teoretické Casti od oznaceni, které je pouzito v piikladu, budou zde tyto veli¢iny oznaeny nahofe
hvézdickou.




Reseni dle 1. p¥istupu (g =¢)

Pro aplikaci Lagrangeovych rovnic druhého druhu je nutno stanovit kinetickou a potencidlni
energii, tlumici funkci a praci (vykon) vné&jsich sil, které nemaji potencial.
Kineticka energie

I v 1, o 1 o2

E, sz q :EIW’ :E(lm +1,) @
Zobecnénd hmotnost mé charakter osového momentu setrvacnosti k ose kolmé na rovinu kmitani. Pti
jejim stanoveni je nutno pouZzit Steinerovu vétu.

%

2
m =1,=1,+1, :%mlR2+mlR2+émzlz +m, {Rz +(R+éj }

2
m*=%2*O.12+2*0.12+é3*0.22+3|:0.12+(0.1+0—é2j }zo.l%gm2

Potencidlni energie
Pfi stanoveni potencidlni energie je nutno vzit v ivahu jednak pohyb stiedu kotouce, kde je
vazéna pruZzina a potom pohyb zakladu, na ktery je pruZina vidzéana.
E —lk[R (sinoz)—u]2
2 2 ¢

Derivace potencidlni energie podle zobecnéné soutadnice

oE
a(p” = k[Rqo(sin a)—u]R(sin Q)

odkud pro zobecnénou tuhost je
k" =kR?sin® () =10" *0.1% *sin* (30) = 25 Nm,

Pro zatlumenou energii plati

E, :%b*q'z :%b(2R¢' ) :%(MRZ)q':

rad

odkud pro zobecnéné tlumeni je

b =b4R> =10%4%0.1> = 0.4 Nm
(m%)

Amplituda budicich sil, které nemaji potenciédl bude stanovena na zdklad¢ derivace potencidlni energie
podle zobecnéné soutadnice

Q, =k[uy|R(sina) =10* *17 *0.1*sin (30) = 0.5 Nm
S ohledem na tvar kinetické energie, jeji parcidlni derivace podle zobecnéné soufadnice je nulova.
Vysledny tvar pohybové rovnice pak je

mq”+bq +k'qg=Q,e"
Vlastni frekvence volného netlumeného kmitani

[k [25
Q,=.\|—==,]——=1147 rad
" Nm" N0.19 A

Souéinitel doznivani

*

b 0.4
== =1.05 rad/
2m 2%0.19 A
Vlastni frekvence tlumeného kmitani
2 2 2 5
Q, = \/Qo —82 =1147°-1.05" =11.42 ra%

Na obr. 10 je nakreslena amplitudova charakteristika pro dany piiklad.




Pomérny dtlum néasledné je

b, S0 105 _h002 1]
Q, 1142

0

S ohledem na rozsah provozniho buzeni A@w=<10-100> " a% a vlastni frekvenci tlumeného kmitani

Q, =11427 a% , nastane v pasmu provozniho buzeni rezonanéni stav, pii kterém bude maximalni

odezva. Staci tedy zkontrolovat amplitudu pii rezonan¢nim stavu. Obecny vztah pro odezvu je

*

O

qa = 2 >
K 1=-2 | +| 26, 2
QO QO

Rezonan¢ni stav nastane, kdy je @=Q

.1 » COZ po dosazeni

*

Q; _ 0.5
o) oV 11.422 Y 11.42°)

K[ 1=220 | 4 2b 25 | o5 [ 1— 0 +(2*0.092')
Q PQ, 11.47 11.47

Svislé posunuti koncového bodu na tycce je dano vztahem
x, =cq, cosyY =0.32%0.109c0s0.32=0.033m=3.3cm

Vzhledem k tomu, Ze svisld amplituda kmitdni koncového bodu je vétsi nez vile x, >v,3.3>2,

=0.109 rad

nastane v daném pasmu provozniho buzeni vymezeni viile.
Poznamka: Obdobné by se postupovalo v piipadé, Ze by se pohybovalo zdkladni téleso, na které je
vazan tlumici ¢len. budici ucinky by byly stanovena ze vztahu pro derivaci zatlumené funkce.

13.2 Piiklad 2 - buzeni rotujicim télesem

Je ddna soustava téles podle obrdzku. Kotou¢ o hmotnosti m, a poloméru R je pevné spojen
s ty¢i o hmotnosti m,délky [. m, =2kg, m,=3kg, R=0.1m, [ =0.2m, nevyvaha m, =0.001 kgm
k=10'N/ . b=10N/(%), v=2cm, we Aw=<10-100>"44/" g'=30deg. Soustava se nachiizi

ve staticky rovnovazné poloze a predpokladejte malé kmity kolem této polohy. Pfedpokladejte, Ze
dynamicky systém je linedrni.

Pro danou soustavu feste:

1. Stanovte vlastni frekvenci netlumeného a tlumeného kmitini a zndzornéte amplitudovou
charakteristiku.

2. Rozhodnéte, zda v pdsmu provozniho buzeni nastane vymezeni vile v.



Rozbor ulohy

Soustava téles predstavuje soustavu, kterd mé jeden stupen volnosti. K sestaveni pohybové
rovnice budou vyuzity Lagrangeovy rovnice druhého druhu. K analyze kmiténi Ize pfistupovat dvéma
zpusoby.

Schéma prvniho zplsobu je uvedena vySe. Jako zobecnénd soufadnice je zvoleno natoceni
soustavy, tedy g = ¢@. Vysledkem bude kontrola vymezeni ville podle vztahu v < c@, cosy <v.

Schéma druhého zpilisobu je uvedena vySe. Jako zobecnénd soufadnice je zvoleno posunuti
koncového bodu na tycce, tedy g=x. Vysledkem bude kontrola vymezeni vile podle vztahu
V<X, <V.

Mezi obéma pfistupy, na zdklad¢ kterych musi byt dosazeny stejné vysledky a stejné zavéry
plati vztahy

X=c@cosy

X" =c@’ cosy
V obou pfipadech je nutno stanovit uhel y, pro kterd plati

R =g tan L =0.32 rad
+1 0.1+0.2

=at
v aan(R

v =18.44 deg

a také vzdalenost c, pro kterou plati
=R +(R+1)’ = J0.2 +(0.1+0.2)" =0.32m
Pozndmky
¢ Pii feseni nebudou uvazovany tithové sily, protoze soustava je v rovnovazné poloze.
¢ Pro odliSeni zobecnénych veli¢in (hmotnosti, tuhosti, tlumeni a vn&jsi sily), které jsou oznaleny
v teoretické Casti od oznaceni, které je pouzito v pfikladu, budou zde tyto veli¢iny oznaeny nahofe
hvézdickou.

ReSeni dle 1. p¥istupu (¢ = ¢)

Pro aplikaci Lagrangeovych rovnic druhého druhu je nutno stanovit kinetickou a potencidlni
energii, tlumici funkci a praci (vykon) vnéjsich sil, které nemaji potencial.
Kineticka energie
| I |
1o =—([,+1,)p
2 0 2( 01 02)
Zobecnénd hmotnost mé charakter osového momentu setrvacnosti k ose kolmé na rovinu kmitani. Pfi
jejim stanoveni je nutno pouZzit Steinerovu vétu.

o2

1 % @2
Ekzimq =



*

2
1 1
m=1,=1I,+1I, :5m1R2+m1R2+Em212+m2|:R2+(R+éj }

2
m :%2*0.12 +2>'<0.12+é3>'<0.22 +3{0.12+(0.1+0—;j }:0.19 kgm’

Potencidlni energie
Pfi stanoveni potencidlni energie je nutno vzit v ivahu jednak pohyb stiedu kotouce, kde je
vazana pruZina a potom pohyb zdkladu, na ktery je pruzina vazana.
E =k'q’ ~Lk(ro) = Lir2g?
2 2
odkud pro zobecnénou tuhost je

_LpZ 104 %0 12 — Nm
K =kR* =10 *0.1> = 100 4ad

Pro zatlumenou energii plati

E, =%b*q'2 =%b[2R¢' (cos 0{)}2 =%(194R2 cos’ a)q

2

odkud pro zobecnéné tlumenti je

b" =b4R? cos> 2 =10%4%0.1> *(cos30)’ = 0.3 Nm(my)

Buzeni bude stanoveno na zaklad¢ buzeni rotujicim télesem
0(1) =m,@* V2R = Qe
S ohledem na tvar kinetické energie, jeji parcidlni derivace podle zobecnéné soufadnice je nulova.
Vysledny tvar pohybové rovnice pak je
mqt+bq +kqg=ma’ J2Re!™
Vlastni frekvence volného netlumeného kmitani

[k [100
Q,=,|— =,|—=2294 rad
" Nm" N0.19 A

Souéinitel doznivani

=L 03 499 raﬁy,
om’ 2%0.19 s

Vlastni frekvence tlumeného kmitani
2 2 2 2
Q, =/ -8 =122.94’ =079 =22.92 7ad/!

Na obr. 10 je nakreslena amplitudové charakteristika. Pomérny ttlum nasledné je
b,= 9_079 _ 0.034 [1]
Q, 2294

%

S ohledem na rozsah provozniho buzeni Aw=<10-100 > " a% a vlastni frekvenci tlumeného kmitani

Q,=11.427 a% , nastane v pasmu provozniho buzeni rezonan¢ni stav, pii kterém bude maximalni

odezva. Staci tedy zkontrolovat amplitudu pfi rezonanénim stavu. Obecny vztah pro odezvu je
m,@’ V2R

5 2 2
K 1=-2 |+ 2, 2
Q rQ,

Rezonan¢ni stav nastane, kdy je @w=Q

.1 » COZ po dosazeni



2 * 2% *
_ m Q2R _ 0.122.92* *4/2*0.001 =0.0108 rad

da 2 2 2
. Q2 Q 22.92? 22.92Y
K | 1=220 ]+ 2b 220|100, 1- 2| | 2#0.034 2277
Q PO 22.94 22.94

0 0
Svislé posunuti koncového bodu na tycce je ddno vztahem
x, =cq, cos Y =0.32%0.0108c0s0.32=0.0033 m =0.32 cm

Vzhledem k tomu, Ze svisld amplituda kmitdni koncového bodu je mensi nez vile x, <v,0.32<2,

nenastane v daném pasmu provozniho buzeni vymezeni viile.

A
q,

q

0 1'0 100 o
22,92 22,94




