7. Redukce poctu stupiiii volnosti

O Zivotnosti a spolehlivosti soustav rozhoduji do zna¢né miry i jeji dynamické
vlastnosti. Proto se soustavy, u nich se predpokladd dynamické zatézovani, jiz v navrhu
podrobuji dynamickym analyzdm. Pfi odvozovdni matematickych modelt se za ucelem
respektovani co nejvétsi mozné miry shody s geometrii realného télesa nebo soustavy a z
divodl zmenSeni chyb zplsobenych aproximacemi voli velky pocet stupni volnosti. Pocet
stupiiii volnosti miiZe byt az fadu 10°. Takto sestavené modely viak neumoZituji efektivni a
rychly zpisob vypoctu dynamickych vlastnosti. Proto se vyuziva moZznosti, Ze pro zjistovani
dynamickych vlastnosti sta¢i vyuzit jen omezené frekvencni pasmo, ve kterém
predpokladdme buzené soustavy (ev. nasobek tohoto pasma) a proto mizeme matematickym
postupem snizit pocet stupiii volnosti télesa nebo soustavy, za predpokladu, ze nedojde k
vyraznym zménam dynamickych vlastnosti. Tento proces se nazyva redukce poctu stupiiti
volnosti nebo také nékdy kondenzace.

Redukci poctu stupnii volnosti si tedy mizeme jednoduSe definovat jako transformaci
modelu z prostoru dimenze n do prostoru dimenze m, pfiCemz plati, ze n>m, a dojde
k pfibliznému zachovani zakladnich dynamickych vlastnosti v jistém frekven¢nim intervalu.

Rozsah redukce lze zadat podle nésledujici formule: Pozadujeme-li u redukovaného
modelu vypocitat p prvnich vlastnich frekvenci blizkych vlastnim frekvencim
neredukovaného modelu, musi pocet redukovanych stupiiil volnosti n spliiovat podminku:

n=min{2p,p+8}

7.1 Redukce transformaci zobecnélych souiadnic

M¢jme T transformacéni matici, obecné typu [n,m] . Transformaci soufadnic rozumime

potom piedpis
q(1)=Tx(¢).
Provedeme-li tuto transformaci v obecném modelu soustavy ve tvaru
Mx (¢)+Bx(¢)+Kx(1)=f(¢)
A vynasobime-li celou rovnici zleva matici T', dostaneme redukovanou soustavu ve
tvaru
M (¢)+Bx (1) +Kx(¢) =f(¢)
S maticemi fadu m, kde
M=T'MT, B=T’BT, K=T'KT
a vektorem buzeni dimenze m
f(1)=T"f (1)

Je-li nékterd zmatic M,B,K nesymetrickd, doporucuje se také nesymetricka
transformace typu



M =T MT,, B=T'BT,, K=T'KT,,pro T #T,.
Za transformacni matici miZeme vybrat modalni submatici T=V , sloZzenou zm
vlastnich vektor konzervativniho modelu soustavy. Pohybova rovnice potom piejde do travu
(¢)+ VBV, (1) +(A, + V,K,V, )x(t) =V f(1),
kde

m

A, =VIK\V, =diag(Q},Q;,....Q))

V piipadé, Ze se jedna o slabé nekonzervativni soustavu, pfejde redukovany model do
tvaru

X(1)+D,x(1)+ A, x(1)=V, (1)
S diagonalnimi maticemi

Dm = dlag (2br]Q] > ZerQZ 2°°° ZbIQO )

A, =diag(Q],Q5,....Q} ).

7.2 Guyanova redukce (Staticka redukce)

Jedna se o velmi rozSifenou metodu. Spociva v rozdéleni poctu stupiii volnosti na m
tzv. master stupiii volnosti a 77 =M tzv. slave stupfiti volnosti, pfi¢emz plati, ze ™ <" Mezi

tzv. slave stupné volnosti miizeme vybirat jen ty stupné volnosti, ve kterych nepiisobi zddné
vnéjsi budici sily.

Model soustavy se potom pievede do tvaru

Mm,m Mm,s qm + Bm,m Bm,s qm + Km,m Km,s qm _ fm (t)
Ms,m Ms,s qs Bs,m Bs,s qs Ks,m Ks,s qs - 0
kde matice typu X, , (X=M,B,K) jsou symetrické fadu m, matice X jsou také

symetrické radu n—m a matice X, =X jsou fadu [m,n—m] a obecn& nemusi byt

symetrické.

RozepiSeme-li druhy fadek v predchozi rovnici a zanedbame-li setrva¢né a tlumici
sily, dostaneme tzv. kvazistatickou podminku rovnovahy ve tvaru

Ks,mqm + Ks,sqs = 0
Za pfedpokladu, Ze matice K je regularni, dostaneme
qs = _K;,lsKs,mqm

Tzv. slave soufadnice eliminujeme nésledujici transformaci

qm Im Im
qs _Ks,sKs,m _Ks,sKs,m

Matice redukovaného modelu pak maji tvar



v _ -1 -1 -1 -1
X= Xm,m - Km,sKs,sXs,m - Xm,sKs,sKs,m + Km,sKs,sXs,sKs,sKs,m

vV

kde X=M,Ba x(¢)=q, (7). Redukovana matice tuhosti je jednodussi a ma tvar
K = Km,m _Km,sK;,lsKs,m ‘
Transformovany vektor buzeni f(¢) je identicky s piivodnim.

Vzhledem k tomu, Ze pro odvozeni redukovanych matic bylo pouzito kvazistatické
podminky rovnovéhy, je Guyanova redukce aplikovatelnd na slabé tlumené soustavy, které
spliiuji podminku normy submatic matice hmotnosti

[

M, |<[M,.|

5,852

Této podminky se d4 dosdhnout vybérem tzv. master soufadnic, kolem kterych je
soustfedéna hmota. V ptipad¢ diagondln¢ dominantnich matic M a K posuzujeme piisluSnost

k tzv. master soufadnici podle velikosti poméru y, = ’% vzhledem k nejvyssi o¢ekavané

frekvenci buzeni o,,, . Pro y, > o, lze i-tou souradnici zafadit mezi tzv. slave.

Guyanova redukce je velmi vyhodnd, sestavujeme-li model metodou kone¢nych prvki
hmotu umistujeme jen do vybranych uzli. Zobecnélé posuvy téchto uzli jsou pak
soustfedény do vektoru q, a ostatni zobecnélé posuvy uzlil jsou soustiedény do vektoru q, .

Potom je redukovana matice hmotnosti ve tvaru

v Mm m 0
M=| ™

a pii zanedbani tlumicich sil, je kvazistatickd podminka rovnovahy splnéna presné.
Redukovany model

Mi, (t)+Kq, (t)=0
aproximuje m vlastnich frekvenci a vlastnich subrektorti vyhovujici rovnici
(K—QzM)vm =0.

Vlastni vektory ptivodniho modelu dostaneme transformaci
Vm
=Tv,
VS

7.3 Parametricka redukce

Tato redukce je zaloZena na nahrazeni ptivodniho modelu o » stupnich volnosti
jednodussim, velmi Casti diskrétnim linedrnim modelem pifedem dané struktury o menSim
poctu stupiitt volnosti m. Cilem je opét vypocet parametriit nahradniho modelu, tj. vlastnich

cvwr

pivodniho neredukovaného modelu. Vlastni vektory v, vzniknou z vlastnich vektori v,
vypusténim soufadnic pfislusejici eliminovanym zobecnénym soutfadnicim. Zachovaji se jen



soufadnice odpovidajici posuvim a nato¢eném vybranych uzld konstrukce. Jsou to uzly,
které:

maji mezi sebou vazby, jez se dale analyzuji
jsou pusobisti budicich sil
jsou misty soustfedéni hmoty
jsou misty lokalizace parametr, které se dale analyzuji
Princip metody je zaloZzen na splnéni podminek ortogonality vlastnich vektort
redukovaného modelu

T~ T~ 2 . .
VMV, =6, VKV, =507, i2je{l2,..,m}

kde o, je Kroneckerovo delta. Dale ptfedpokladame symetrické matice M, K redukované
soustavy s s, hmotnostnich parametrech uspofddanych do vektoru m a s s, tuhostnich

parametrech uspofadanych do vektoru k. Prvky matic M,K jsou linearnimi funkcemi
hmotnostnich, resp. tuhostnich parametri. Proto existuje pro kazdy vlastni vektor v,

transformacni vztahy

My, =Xm, Kv,=Yk
kde m a k jsou hledané vektory hmotnostnich resp. tuhostnich parametri. Matice X, Y, jsou
typu [n,sm] , Tesp. [n,sk] Jejich prvky jsou vyjadreny pomoci soufadnic vlastnich vektor v,
pomoci vztahl

fliTij:d

ij>

VYk=6Q, i>je{l,2,...m}.

ZapiSeme-li tyto vyrazy pro vSechny mozné kombinace i a j, dostaneme dvé soustavy
algebraickych linearnich rovnic

VX, 1 VY, Q?
v X, 0 V'Y, 0
VX, 0 VY, 0
- | | |rp1 |-
0 OOl | 1 Y, kl Q?
x| =] o VY, || 2 l=| 0
VoA N > | V2 X5 | | T
e : an .
20 O 0 iy, - 0
v X, | 1] Yy, | Q)

nebo také ve tvaru

®m=35, Yk=35,



Matice ®,¥ jsou typu [m(m+1)/2,sm] resp. [m(m+1)/2,sk] a byvaji preuréené. Reseni

1ze hledat jako minimum norem véazenych rezidui

r=G(®m-3,), r,=G(¥Yk-3,)
Kde G je diagonalni matice nezapornych vahovych koeficientd. Témito koeficienty je mozno

preferovat presnost splnéni nékterych podminek ortogonality na tkor jinych. Z podminek
minima Euklidovskych norem rezidui

a(rlTrl) 0 8(r2Tr2) ~

om T 0k

dostaneme dvé soustavy algebraickych rovnic
O'G’Om=d'G’3,, Y'G’'Yk =¥'G?,

pro hledané hmotnostni, resp. tuhostni parametry redukovaného modelu. Podminkou jejich
feSitelnosti je reguldrnost obdélnikovych matic ® a W. Po stanoveni parametrii redukovaného
modelt, je ucelné provést kontrolni vypocet jeho vlastnich frekvenci a vlastnich vektorti a ty
porovnat s pfislusnymi hodnotami plivodniho modelu. V piipadé Spatné shody je mozno
provést ladéni modelu pomoci vahovych koeficienti v matici G, event. zménou struktury
redukovaného modelu.

7.4 Metoda modalni syntézy

V soucasné dob¢ se stale Castéji setkdvame s ulohami modelovani kmitani
mechanickych soustav s lozenych z nékolika subsoustav navzijem spojenych
diskrétnimi pruzné¢ viskdéznimi vazbami.

Kazda subsoustava, izolované od ostatnich, je charakterizovana maticemi
hmotnosti, tuhosti a tlumeni, které mohou byt obecné nesymetrické a miizeme je
obecn¢ zapsat jako soucet jejich symetrické a nesymetrické ¢asti

B,=B, +B,, K =K, +K,.

Kmitavy pohyb subsoustavy ,,j* zalenéného do soustavy pak Ize vyjadrit
v maticovém tvaru

Mg, (1)+B 4, (1) +K,q, (1) =1 +17(¢)
kde vektor zobecnénych soufadnic q,(z) je definovan ve svém lokalnim
soufadnicovém systému. Vektor f; pfedstavuje vnéjsi buzeni subsoustavy,

vektor f7(r) piedstavuje silové plsobeni ostatnich subsostav vazanych se
subsoustavou ,,j pomoci pruzné viskdznich vazeb.



Dale méme A,a V,, spektrdlni a modalni matici konzervativni Casti

modelu subsoustavy ,,j*
Mg, (1)+K q,(t)=0.
Matice A, a V,spliuji podminky ortogonality
V.fTM.iVj =1, VITK/‘VI =A,
Mnozinu vSech vlastnich tvari kmitu kazdé subsoustavy rozd¢lime na m,

hlavnich (master) tvarii a na mnoZinu s, vedlejSich (slave) tvard. Pfispévky

hlavnich tvarii se do dynamické odezvy soustavy budou zapocitavat, prispévky
vedlejSich tvarli se zapocitavat nebudou. Preskupime-li potadi vSech vlastnich
tvart tak, ze na zaCatku modalni matice bude m, hlavnich vlastnich tvart a pak

budou nasledovat vedlejsi tvary, potom muiZeme modalni a spektralni matici
zapsat v nasledujicim tvaru

"A, 0
v.=["v, v | A= |
v vk
Provedeme transformaci soufadnic
q,(6)=""V,"x,(t)
kde "x,(¢) je vektor hlavnich modalnich soufadnic izolované subsoustavy ,,j*.
Po pronéasobeni zleva matici "V dostaneme
"R, (1)+" VIBVR () +( AT VK,V ) x (1) =
= VITEC 417 ], j=12..N '
Pro vSechna j 1ze tento vyraz prepsat do globalniho tvaru
"% (1) + Bk (1) +("A+K, ) x(£) =" VI [£9+17(1) ]
kde
B = diag ( "ViB,"V, )° K, = diag(’" ViTKja’"V],),
"A :diag(’"Aj), "V :diag(’”Vj), ’”X(t) :[’”Xj (t)],
r° =[], £°(0)=[17 (1)]
Globalni vektor vazbovych sil £ je definovan
OE, OE,
oq  0q

f¢ =



kde E; je potencidlni energie a Ej je disipativni energie funkce vazby mezi

subsoustavami. U linearnich vazeb lze vektor fvyjadfit pomoci matice tuhosti
K. a matice tlumeni B, ve tvaru

fc :_ch(t)_BCq(t)+f[ (t):

kde f’(¢) je vektor vnitfniho kinematického buzeni. V pfipad¢é stacionarnich
vazeb je roven nule. Transformacni vztahy se potom mizZou vyjadtit ve tvaru

q(t)="V"x(z).
Dostavame tak redukovany model soustavy ve tvaru
"%(1)+(B+" V' BV) () +("A+ K, +" VK."V) x(t) =

=" VT () +£ (1) ]

-----

hlavnich tvar kmitu vSech subsoustav. Metoda je dostate¢né ptesna pii
vhodném vybéru hlavnich tvar kmitd a to i1 pfi znaném sniZeni stupnil
volnosti. Tento model 1ze nasledné pouzit pro dalsi analyzy. Hlavni pfednosti
metody je to, Ze se sestavuje model na zékladé nelplného poctu vlastnich
hodnot konzervativnich Casti izolovanych subsoustav. Misto feSeni problému
vlastnich hodnot soustavy o velkém poctu stupiii volnosti, fes$i se nékolik
problémt vlastnich hodnot subsoustav. Subsoustavy se mohou fesit nezavisle ve
svych lokdlnich soutfadnicovych systémech. Lze je teSit i kazdy v jiném
vypoctovém prostiedi. Vyuziti takto redukovaného modelu je efektivni pro
ladéni a optimalizaci, které jsou zalozené na iteracnich postupech nebo
mnohondsobném opakovani dynamické analyzy.
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