4 Reseni odezev dynamickych systémii ve fazové roviné
4.1 Zakladni pojmy teorie fazové roviny

Mnoh¢é problémy analyzy dynamickych systémi vedou k feseni diferencialni
rovnice

X+ F(x,x)=0 4.1

kde F (x,ic) je obecné nelinearni funkce vychylek x a rychlosti x . Piifadime-li ke kazdé

vychylce x jeji rychlost (tj. derivaci) ve stejném Case, bude v tomto ¢asovém okamziku
definovan stav systému a také jeho zobrazeni v tzv. fazové roviné (x,jc). Polohu

systému ve fazové roving pak urcuje tzv. zastupujici bod.
. . - dx .. . .
Zavedenim nové proménné y = mizeme pienést rovnici (4.1) na soustavu
t

dvou rovnic prvého radu

dx Q_

= _ -F 4.2

it (x,») 4.2)
nebo obecné

dx dy

—=P —_= 4.3

= Py), - =0(xy) (43)

coz je nejjednodussi forma stavového prostoru. Pokud funkce P(x,y) a O (x,y) neobsahuji
pfimo cas ¢, mluvime o systému autonomnim, v opacném piipadé¢ mluvime o systému
neautonomnim.

Ve fazové roving (x,x)— resp. (x,y)— pohyb modelu realného dynamického
systému zobrazuje fazova kiivka jejiz diferencialni rovnici ziskame, vyloucime-li
z rovnic (4.3) Cas t:

dy _0(x.y)
dx P(x,y)

(4.4)

Na zéklad¢ takto formulované fazové kiivky lze fazovy prostor rozlozit na vSechny
mozné trajektorie; takovu mnozinu moznych fazovych diivek pak nazyvame fazovym
portrétem dynamického systému. Rychlost, se kterou se po fazové kiivce pohybuje
zastupujici bod, nazyvame fazovou rychlosti:

y= /(%Jz +(%j2 =[P (x,9)+ 0 (x,y) (4.5)




Zrychleni je pak dédno vztahem

podi_dids_di, “9
dt dxdt dx

Z rovnice (4.4) je zfejmé, Ze rovnice fazové trajektorie neobsahuje piimo ¢as. Mame-li

ale vypocitat dobu pohybu zastupujicitho bodu mezi dvéma body A a B, postupujeme

takto:
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X4 X

Zékladni vyznam maji ty body roviny (resp. fazové kiivky), ve kterych je fazova
rychlost nulova. Tyto body nazyvame zvlastnimi nebo také singularnimi body.
Fyzikalni vyznam singularnich boda spociva v tom, ze reprezentuji rovnovazné stavy
dynamickych systémti. Urceni polohy téchto bodli ve fazové roviné vyplyva z rovnice
(4.5); aby bylo v = 0, musi platit:
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Ostatni body fazové roviny, ve kterych je v # 0, nazyvame regularnimi. Kazdym
regularnim bodem muze prochazet pouze jedna fazova trajektorie. Fazové kiivky
respektuji urcita pravidla:

e vhorni poloviné (x>0) se zastupujici bod pohybuje po libovolné fazové

ktivce zleva doprava, v dolni poloviné (x < 0 ) naopak;

e vregularnich bodech, které lezi na ose [x], protinaji fazové kiivky tuto osu

pod pravymi uhly;

e vreguldrnich bodech, které¢ nelezi na ose [x], nemlize mit fdzova trajektorie

teCnu rovnobé&znou s osou [x];

e pokud jakakoliv spojitad fazova trajektorie protind osu [x] ve dvou regularnich

bodech, lezi mezi témito body nanejvyse jeden singularni bod;

e periodickym rezimim pohybu systému odpovidaji uzaviené fazové kiivky,

které neprochdzeji zvlastnimi body. Doba pohybu zastupujiciho bodu po
takové kiivce odpovida periodé pohybu.



Struktura zakladnich typt fazovych kiivek v blizkosti singularnich bodt, pfii
rovnovaznych stavech, je patrnd ztabulky tab. 1. Rozezndvame ctyii zékladni typy
singularnich bodu: stabilni ,stfed, nestabilni ,sedlo”, a ,,ohnisko“ a ,uzel“, které
mohou byt stabilni i nestabilni. Izolované uzaviené¢ fazové kiivky, odpovidajici
rovnovaznym staviim autonomnich systému, nazyvame limitni cykly. Pisobenim vné&;jsi
poruchy se zatupujici bod vychyli z drahy podél limitniho cyklu a pohybuje se po tzv.
poruchové trajektorii. Sméfuji-li poruchové trajektorie z obou stran k limitnimu cyklu,
je limitni cyklus stabilni (obr. 4.1a), smétuje-li poruchova trajektorie k limitnimu cyklu
jen z jedné strany, je cyklus polostabilni (obr. 4.1b), vzdaluji-li se poruchové trajektorie
od limitniho cyklu na obou stranéch, je ptisluSny cyklus nestabilni (obr. 4.1c).
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Tabulka 2

Izolované fazové trajektorie prochazeji ,pies” singularni body typu ,,sedlo®, se
nazyvaji separatrixy — viz tabulka tab. 2, obr. D. Pohyb mechanického systému,
odpovidajici pohybu zastupujiciho bodu po separatrixdch je nestabilni a fyzikalné
neralizovatelny. Dulezité vSak je, ze separatrixy rozdé€luji fazovou rovinu na oblasti
pocatecnich podminek, odpovidajicich principaln€ rozdilnym typim pohybl systému
(rezonan¢ni resp. nerezonancni pohyby).

Z obrazi fazovych trajektorii v okoli zvlastnich bodi tedy miZeme vyhodnotit
nejen trajektor pohybu systému, ale objasnit 1 otadzku stability rovnovaznych stavu.



4.2 Priklady dynamické analyzy jednoduchych systémi

Priklad Al:

Analyzujte chovani netlumeného harmonického oscilatoru ve fazové roviné. Rovnice
harmonického oscilatoru, ktery je modelem dynamickych systémt ma tvar:

X+ a)jx =0 (4.9)

Ize ji nahradit soustavou rovnic typu (4.3), dosadime-li za P(x,y)=0 a Q(x,y)=aw;x.
Odpovidajici rovnice fazové trajektorie je

dy_ o

dx y
nyni pfepiSeme tuto rovnici do tvaru, ktery lze snadno integrovat:

ydy + @) xdx = 0
a integraci dostaneme

y* +w;x* =C, C je integra¢ni konstanta (4.10)
Obrazem této rovnice ve f4zové roving jsou elipsy, které predstavuji jednotlivé trajektorie

pro rizné hodnoty konstanty C, jak je to patrno ztabulky tab. 2, obr. A. Pro C=0
degeneruje elipsa (viz. 2) v bod o soutfadnicich x=y=0. Protoze pravé v tomto bod¢
jsou splnény podminky (4.8), jedna se o singularni bod. V tomto ptipad€ singularnim
bodem neprochéazi zadna z fazovych trajektorii, pouze jej obaluji. Singularni bod tohoto
typu nazyvame ,,sttedem*. Rychlost zastupujiciho bodu vypocitame podle vztahu (4.5):

v=\/)'cz+)‘;2 =\/y2+a)gx2

Je ziejmé, ze nulovou bude tato rychlost jen v singularnim bod€. Mizeme tedy vyslovit
nasledujici zavér: analyzovany systém muze vykondvat stabilni periodické pohyby pfii
libovolnych poc¢atec¢nich podminkach s vyjimkou ptipadu, kdy x=y=0.

Priklad A2:
Analyzujme chovani harmonického osciladtoru s malym vazkym tfenim a nakreslete
odpovidajici fazovou trajektorii.

V tomto piipad¢€ analyzujeme rovnici

¥+2hx+w)x =0,

20 < o}

Pomoci rovnic (4.3), kde P(x,y)=y a QO(x,y)=—2hy-w;x, sestavime diferencialni
rovnici fdzovych trajektorii:



dy _ 2hy+aopx (4.11)
dx y ’

Pro usnadnéni integrace rovnice (4.11) je vhodné zavést substituci y =zx. Pak lze psat
dy = zdx + xdz a po dosazeni téchto vztaht do (4.11) dostaneme:

zdx+xdz  2hzx+wyx

dx zx

Z tohoto vztahu mizeme vyjadfit

X 2hzx+wyx  Z'x+2hzx + ) x
—dz=—z— =—
dx zx zX
respektive
dx zdz
X 2 +2hz+ @]

Po integraci této rovnice ziskdme vyraz

h z+h
———1arctan—————
2,2 [ 2 ;2
2 2 o —h - —h
Xyz" +2hz+ @y =Ce’" 0

kde C je opét integracni konstanta. Umocnime-li tento vyraz a piejdeme-li k ptivodnim
soufadnicim x a y dostaneme

2h y+xh
—arctan——

¥ +2hxy + @) x’ E(y+xh)2 +Q°x* =Ce® Qx 4.12)

Kde Q=] —h*. Rovnici (4.12) piislusi opét rodina fazovych kiivek, které vypliuji
fazovou rovinu. O jaky typ kiivek jde, zjistime snadno nasledujicim postupem. Polozime
(y+xh)=pcospa Qx=psing. V soufadnicich p, ¢ (polarnich) prejde rovnice (4.12) do
tvaru

h

p=Ce? (4.13)

ze kterého je ziejmé, ze fazové kiivky predstavuji spiraly, smétujici k pocatku x=y =0,
ktery se v tomto ptipad¢€ nazyva stabilnim ohniskem, viz tabulka tab. 2 (obr. B). Pocatku
ovSsem nemuze byt dosazeno vkonecném cCase. Rychlost zastupujictho bodu,



pohybujiciho se po t&chto fazovych kiivkach, je v= \/(2hy+a)§x)2 +3° . Pohyb systému

v tomto pripadé sméiuje asymptoticky k rovnovaznému bodu, ve kterém ustane.

Priklad A3:
Analyzujte chovani harmonického oscilatoru se suchym tienim a nakreslete odpovidajici
fazovou trajektorii.

Uvazime-li vliv suchého tfeni, 1ze pohybovou rovnici harmonického oscilatoru
zapsat ve form¢e

(4.14)

-T x>0
i+@ix=T(x), kde T(x)z{ L proxs }

+T, prox <0
Zavedeme novou proménnou 7z = @,¢ a mizeme psat:

. dxdr dx ,
X=——=@,—=0yx
dr dt dt
¥=a)x" (4.15)

F(x'):{_% pro x' <0 ke T, :m}

+T, pro x'>0 w;

S ohledem na substituce (4.15) piejde pohybova rovnice (4.14) do tvaru
X"+ F(x')+x=0 (4.16)

A nyni jiz lze analyzovat stejné jako v pfechozich ulohach. Polozime tedy P(x,y)=y a

O(x,y)=-F(y)—x, sestavime diferencialni rovnici fazovych trajektorii

dy__F(y)+x

4.17
. B (4.17)

a upravime ji do tvaru

ydy+(x+F(y))dx=O (4.18)
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Po integraci dostaneme rovnici kruznice (viz obr. 4.2) se sttedem v bod¢ O soufadnicich
x,=—F(y) a y,=0.Pro y=x'>0je x,=-T,(bod O1), pro y<0 je x,=+T; (bod Oy).
Fazova ktivka se tudiz bude skladat z ¢asti kruznic opsanych kolem stiedd O; a O,.
Oblast mezi body O; a O, ptredstavuje tzv. pasmo necitlivosti, fyzikalné charakterizované
tim, Ze v tomto pasmu je sila pruznd mensi nez sila tfeci. To znamend, ze dostane-li se
systém do tohoto pasma (zastupujici bod bude na carkované casti fazové kiivky), jeho
pohyb ustane, aniz by blo dosazeno pocatku soutradnic (stabilniho ohniska).

Priklad A4:
Sestavte tzv. fazovy portrét pohybu matematického kyvadla, znazornéného na obr. 4.3.

a) Pohyb v okoli nestabilni rovnovazné polohy
Omezime-li se na malé kmity kyvadla kolem nestabilni rovnovazné polohy (obr.

4,3a), ma pohybova rovnice tvar

p-a)sing ~p-ajp=0 (4.19)

kde o} =§



Po dosazeni P(x,y)=y a O(x,y)=w;x, kde x=¢, y=i=¢ do (4.19) ziskame opét
diferencialni rovnici fazovych trajektorii:

d_y_a)jx

4.20
by (4.20)

Po integraci této rovnice dostaneme rovnice hyperbol, zapliujicich fAzovou rovinu:
v’ —w;x’ =C, C je integrani konstanta (4.21)

Pro C=0degeneruje rovnice (4.20) v soustavu dvou piimek y=z+w,x, které prochazi
zvlastnim bodem x=y=0. Pii C #0hyperboly zvlastnim bodem neprochazeji, pouze se
asymptoticky pfiblizuji k pifimkdm y=+@;x, které nazyvame ,separatrixy“. Pohyb po
separatrixdch je tedy fyzikdln¢ neuskutecnitelny. Fazova rychlost zastupujiciho bodu
bude rovna v=,/y’+@/x’ a nulové hodnoty dosdhne pouze ve zvlastnim bodé o
soufadnicich x=y =0, ktery se v tomto pfipad¢ nazyva ,,sedlem* (viz tabulka tab. 2, obr.
D). Pohyb systému je v tomto ptipad¢ nestabilni.

b) Pohyb v okoli stabilni rovnovazné polohy
Rovnice matematického kyvadla nyni je

p+w;sing=0, o] =§ (4.22)
Funkce P(x,y)=y, O(x,y)=-w; sinx=f(x) a diferencidlni rovnice fazovych trajektorii

po separaci proménnych je rovna
ydy=f (x)dx

Po Castecné integraci dostaneme:

2

y?:jf(x)dx+C:—Ep+C (4.23)

kde Ep je potencialni energie a C je integracni konstanta. Z rovnic (4.23), piedstavujici
zakon zachovani mechanické energie 1ze zjistit, ze kazdé skupiné pocatecnich podminek
(55,5, 0) prislusi jedind hodnota Cy, ale kazdé jiné hodnoté C = C,odpovida nekonecné
mnoho hodnot x a y.

Pro model popsany rovnici (4.22), ptejde rovnice (4.23) po integraci do tvaru

-2

% =, cosp+C (4.24)



Funkce -w;cosp=E, (9¢) ma izolovana minima vbodech ¢=0,%27,+4z,..., viz
obr. 4.4a. Témto minimim odpovidaji ve fazové rovin€ (¢,¢ ) stabilni zvlastni body —
sttedy. Pii ¢=0,+7,+37,.. ma funkce Ep(¢) izolovand maxima, kterym odpovidaji
nestabilni zvlastni body — sedla. Celkovy obraz fazovych kiivek v rovin€ ( ¢,¢ ) je na obr.
4.4b.
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Z rozboru rovnice (4.24) vyplyvaji zajimavé disledky, tykajici se moznych
pohybt modelu (4.21). Pro C<-w; realny pohyb neexistuje. Pro hodnoty -} <C < &;
predstavuji fazové trajektorie izolované uzaviené kiivky, situované kolem stabilnich
singularnich bodi — stied, které odpovidaji moZznym periodickym pohybim. Pii C =]
se fazové trajektorie protinaji na ose [@] v nestabilnich singuldrnich bodech — sedlech;
vime jiz, Ze tyto kiivky piedstavuji separatrixy. Pokud bude C>aw;, odpovida pohyb
zastupujiciho bodu po neuzavienych kiivkach rotacnimu pohybu kyvadla v jednom
sméru.
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zastupujiciho bodu ve fazové roviné€ zlistavaji v platnosti.
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