3 Zakladni teorie stability dynamickych systémii
3.1 Stabilita ve smyslu Ljapunova

Relativné velkého poctu definic stability uvedeme jen nejdulezitéjsi, které
bezprostfedné vychéazeji ze zdkladni mysSlenky stability, formulované ruskym matematikem
Ljapunovem.

Uvazujeme nafizeny dynamicky systém, modelovany rovnici

x(1)=1(x(z),2) (3.1)
nebo jedna-li se o autonomni systém, rovnici
x(1)=1(x()) (3.2)

Budeme vysetfovat podminky, za kterych bude rovnovazny stav systému X stabilni. O
funkcich fi(x,t) pfedpokladejme, Ze jsou spojité a ze maji spojité derivace podle
proménnych x,(i=1,2,..n). Necht' x(¢)=x(x,,,,¢) predstavuje feSeni stavové rovnice
v Case ¢ pii pocateCnich podminkach x, v case #,. Nejprve budeme definovat stabilitu
rovnovazného stavu.

Obr. 3.1

Podle Ljapunova je rovnovazny stav X nefizeného dynamického systému stabilni,
jestlize pro kazdou realnou hodnotu ¢ >0 existuje takové redlné Cislo 0 =0 (g,to) >0, pro

které plati, Ze pfi

I —%]<8 e [x(xq.t0.1)-%|<e pro ¢>1, (3.3)
Symbolem || || je oznacena norma matice. Smysl tohoto tvrzeni je patrny zobr. 3la.

Rovnovéazny stav je stabilni, kdyZ po malém vychyleni ztohoto stavu (vlivem ,,poruch*
amplitud nebo fazi) zlstane trajektorie zastupujiciho bodu systému v okoli ¢ rovnovazného
stavu. Podle této definice nemusi trajektorie zastupujiciho bodu v ¢ase ¢ — co nutné dosdhnout
rovnovazného stavu X, ale musi setrvat v predepsané blizkosti tohoto stavu.



Rovnovazny stav autonomniho systému je asymptoticky stabilni, je-li stabilni ve
smyslu Ljapunovy definice a kazdy pohyb, vychazejici ze stavu x,, dostatecné blizkého stavu

X, konverguje v ¢ase ¢t — o ke stavu X

Stabilitu periodického teSeni budeme chépat jako stabilitu pohybu podél urcité
trajektorie, kterou je v ptipadé periodickych feseni limitni cyklus. Sledujeme, zda bod P,
(reprezentujici okamzity stav systému), ktery se pohybuje po trajektorii blizké limitnimu
cyklu, zGstava trvale ve zvolené oblasti ¢, kterd obsahuje oblast viz obr. 3.1b. Bod P,
reprezentujici stied oblasti & 1 &, se pfitom pohybuje po limitnim cyklu. Ziistava-li pro kazdé
t>t, bod P; trvale v oblasti, je periodické feSeni ve smyslu Ljapunovovy definice (3.3)
stabilni.

Pii analyze stability odezvy Fizenych (buzenych) systémi je minimalnim
pozadavkem pro stabilitu ohrani¢eny vstup a vystup a stabilita periodického feSeni netizené¢ho
systému (vCetn¢ stability pocatecnich podminek).

3.2 Urcovani podminek stability pro rovnovazné stavy systémii

Uvazujeme autonomni dynamicky systém, popsany stavovou rovnici (3.2), kterou Ize
rozepsat na soustavu rovnic

% =[x ()% (), (1) ], i=1.2,m (3.4)

kde f, jsou obecn€ nelinearni funkce. Hodnoty rovnovéaznych stavovych veli¢in

% (1),%(1),...... %, (t), dostaneme jako feSeni soustavy rovnic

= £ % (£), %, (), (1) ] =0, i=1,2,..m (3.5)

Nyni definujeme poruchy fjl(t) jako malé odchylky od rovnovazného stavu. Pohyb

systému kolem rovnovaznych hodnot stavovych veli¢in pak definuji rovnice:
x(1)=%()+&(2).%, (1) =%, () + & () x, (1) =%, (£) + &, (), (3.6)

Podle Ljapunovovy definice asymptotické stability bude rovnovazny stav systému
stabilni, budou-li splnény relace limx,(¢#)— X, pro vSechny i. Dosadime vztahy (3.6) do
—w

rovnic (3.5). Po rozvinuti funkei f [] do Taylorovych fad v okoli hodnot X, a po zanedbani

vyssich ¢lent rozvoji od druhého fadu vyse, dostaneme soustavu rovnic
s (t) =a ¢ (t)+ai2§2 (t)+....+am§n (t), i=1L2,.n

nebo stru¢né v maticovém zapisu
d
CE()=A()E0) 67

of; (x(2))

kde A=[a, |, kde a, = .
A | ,



Reseni soustavy (3.7) je znamé a rovno §(t) =¢&,e"; po jeho dosazeni do (3.7) a po

vylouceni trividlniho feSeni dostaneme maticovou formulaci problému vlastnich hodnot
matice A:

A-A1]&,=0 (3.8)

Jak je znamo, tato rovnice ma netrivialni feSeni tehdy a jen tehdy, je-li determinant matice
soustavy roven nule. Ljapunov dokdzal, Ze rovnovazny stav systému, charakterizovany

hodnotami %, (¢),%,(¢),....... %, (¢), je stabilni, jsou-li realné &asti viech vlastnich hodnot

A, zaporné, tj. kdyZ plati
Re{4}<0, i=12,..,n (3.9)

Splnéni nerovnosti (3.9) je totozné s pozadavkem zéporného znaménka redlnych ¢asti vSech
kotfentl tzv. charakteristické rovnice, definované jako

det|A—A1|=0 (3.10)
kterou lze rozepsat do tvaru

dA"+d A" +...+d _A+d =0 (3.11)

n—1
Aby nebylo zapottebi Casto pracné pocitat kofeny polynomu (3.11), byla sestavena kritéria,
podle nichz lze ur¢it znaménka.

Podle Routh-Hurwitzova kritéria budou mit redlné ¢asti kotfenli charakteristické
rovnice zaporné znaménka, budou-li:

e vSechny koeficienty charakteristické rovnice kladna cisla;

e budou-li splnény nasledujici determinantni nerovnosti:

dl dS dS
d, d, d,
d 0 d d, .
A=d >0,A, =" ’|>0,..A = b >0 (3.12)
d, d, 0 d, d, .
d,

Pro systémy s vétSim poctem stupnii volnosti je analyza vlastnosti determinantt (3.12)
dosti neptehledna. Hledaly se proto jednodussi formulace. Tak naptiklad podle Liénardova
kritéria postaci — pii splnéni prvé Routh — Hurwitzovy podminky — aby byly splnény ,,pouze*
nasledujici determinantni nerovnosti:

A >0,A, >0, ..., A >0, (3.13)

kde determinanty A jsou definovany stejné¢ jako v rovnici (3.12). Ilustruyme si vylozenou
problematiku nasledujicim piikladem.



Analyzujme ¢innost gyroskopického stabilizatoru polohy, zndzornéného na obr. 3.2.
Na ram 2 necht’ plsobi vnéjsi moment M , ktery ma byt ve svych ucincich na gyroskop

kompenzovan pomoci momentu M, =K U,(K = konst.) vyvozovaného motorem 4. Toho se

dosahne tim, Ze potenciometr P, jehoZ kontakt C se otaci spolu s osou 0;, oddé€li napéti, které
se zesiluje v zesilovaci Z a privadi se na svorky motoru. (je-li kontakt C v neutrdlni poloze, je
v,=0 a také M =Kv=0). Tlumici moment je roven M, =Rv (R - Rayleighova
konstanta).

Obr. 3.2

Pohybové rovnice gyroskopického systému na obr. 3.2 jsou:

Ay + B, (0+w)=-M +M,=-M +Kv G.14)
A0+ Ro+ Ba, (yr +@,) =0 '

kde vyznam oznaceni je stejny jako v technickych rovnicich gyroskopu a w;, @, jsou uhlové
rychlosti rdmu 1 a 2. Doplnime-li rovnice (3.14) identitou v =0, lze zapsat ve tvaru stavové
rovnice fizeného dynamického systému:

0 1 0 0
alt R Ba | . B
Llpl=l o -5 2%\ 299 (3.15)
dr| 4 4 | A
v K B, 0 v Bwyw, —M
_Al A2 _ L Al _

Rovnovéazné teSeni dostaneme, polozime-li stranu rovnice (3.15) rovnu nule. Tim dostaneme
soustavu algebraickych rovnic, ktera ma feseni:



O=—"0 7 520, y=0 (3.16)

Systém se ustali na vychylce, ktera miZe byt nulova v pfipad¢, ze M, = @, . Koeficienty a;

matice A, viz rov. (3.7), budou:

a,=a,=a, =a,=0,a ——ﬂa __Ba a _K a _Ba,
11 13 21 33 522 Az’ 23 A2 > 31 Al’ 32 A2
Charakteristicka rovnice typu (3.11) bude
2
Bw, Baw,K
pap R Ba) Bak (3.17)
AZ A]AZ A]AZ

a je ziejmé, ze jeji koeficienty jsou kladné (je to nutné i1 z fyzikalnich davodu).
Z determinantnich nerovnosti (3.12) pak plynou nasledujici podminky:

A15£>0 =R>0
A2
Baw,)’ Bo K
p, - R(Ba) BoK o o K (3.18)
A AA, A4 B,
Bw K Bw K
A, =222 (A,)>0 %= 50
AIAZ AIAZ

Na zaklad¢ rozboru vysledki (3.18) lze tedy ucinit zavér, ze vhodnou volbou tlumici
konstanty R lze vzdy dosédhnout stability feSeni. Netlumeny systém by byl nestabilni. Aby se u
skutecnych systémi tohoto typu eliminoval vliv tthlové rychlosti w; na vychylku o, uziva se
dvou stejnych gyroskopti, uloZzenych rovnobézné ve spolecném ramu. Pohyb téchto
gyroskopi pak je mechanicky vazan.

Vysledky analyzy stability se uplatiiuji i ve specialnich odvétvich dynamiky systémn,
napiiklad v teorii regulace. Jako piiklad uvedeme Hartnelliiv regulator, zndzornény na obr.
3.3.
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Obr. 3.3

Parametry potiebné pro vypocet jsou znazornény ve vypoctovém schématu a
predstavuji: m; hmotnost vyvazovaciho zavazi, /; moment setrvacnosti thlové paky vcetné
zéavazi k ose 0;, I, moment setrvacnosti paky P k ose 0,, m,; hmotnost pfestavovaci objimky, k;
tuhost pruziny regulatoru a &, tuhost vyrovnavaci silu regulatoru zanedbame.

Okamzitou hodnotu kinetické energie miizeme vyjadfit

. m . 2 I . m, -, I, .
E (hh)=2| —L(e+lsing) & +2L¢° |+ =" +2y°
() [2 (e ) S [P 4
1Y L, LR I, i G-19)
zml(e+—hj e B

p 277 2 2
kdyz jsme polozili
L h i
p=—, sinp=¢, cosp=1
r

Potencialni energie systému, oznacime-li predpéti v pruzinach s, a s,, definuje rovnice:
P

2
E (h) =E, +2mlglcos¢+mz(grh+%(h+s1 )2 +%{%h+s2j (3.20)

Dosadime-li vztahy (3.19) a (3.20) do Lagrangeovy rovnice II. druhu

dt

d (8Ekj_8Ek +aE

P _
oh oh  Oh

dostaneme pohybovou rovnici regulatoru:



2 272
(m +i+ Izjh'Jrlk K (ij _2mgl 2mw’l }H
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2
+[ng+kls1 +k, iszj _ 2lme ’
p

(3.21)

r

Tato rovnice je nelinedrni, nebot’ obé proménné, 7 1 w, v ni vystupuji v soucinu.
Omezime-li se na vySetfovani ,,malych® vychylek kolem rovnovazné polohy @,%, tj.
vySetiujeme-li pohyby

o(t)=d+Ao(t), h(t)=h+Ah(t), Ao<d, Ah<h (3.22)

l1ze rovnici (3.21) linearizovat. Regulacni proces linearizovaného systému je totiz mnohem
jednodussi a lze jej prehledné sledovat pomoci blokového schématu na obr. 3.3c. Necht se
regulované zatizeni otacelo v ¢ase ¢ <0 thlovou rychlosti @,. Kdyz na n€ v ¢ase t =0 zaCne

pusobit brzdny moment M, (t), zméni se otdcky o Aw a objimka regulatoru se posune

z rovnovazného stavu o Ai. Posuv objimky zplisobi prostiednictvim ménice zvétSeni rychlosti
htidele regulatoru, na ktery zacne pisobit hnaci moment My(?). VeliCiny Aw, Ah a moment
Mpu(t) jsou funkcemi Casu a jejich vzajemnou souvislost mizeme vyjadfit simultannimi
diferencialnimi rovnicemi

(1)=M,
Ao (t)= AN (t)+ BAK(t)+ CAR(2) (3.23)

kde /s je momentem setrvacnosti hmot, rotujicich s hiidelem regulatoru a 4, B, C, K jsou
konstanty. Pritom druhou rovnici soustavy (3.23) definujeme na zaklad¢ rovnice (3.21).

Derivujeme-li nyni druhou rovnici soustavy (3.23) podle ¢asu a dosadime-li ji za Aw
do prvé rovnice, dostaneme s ohledem na tieti rovnici (3.23) a po uprave:

I,[ AR (£)+ BAR(t)+ CAR |+ KAR(t) = M () (3.24)

Tt integracni konstanty, nutné pro feSeni této rovnice, ziskdme z pocateCnich podminek,
naptiklad Aw(0)=Ah(0)=Ah(0)=0. Charakteristickd rovnice modelu (3.24) ma pak tvar

AV +BA*+CA +£ =0 (2.25)

z

O feSeni rovnic typu (3.25) je znamo, ze maji vZzdy jeden kotfen redlny. Podminkou
stability feSeni je, aby rovnice (3.25) méla vSechny kofeny realné zdporné nebo jeden koten
realny zaporny a dva kofeny sdruzené s redlnou zapornou ¢asti. Vybér parametra systému, za
kterych je témto pozadavkim vyhovéno, pak ur¢ime na zaklad¢é rozboru Routh-Hurwitzovych
podminek.
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