2. Zaklady teorie diskrétnich dynamickych systémi
Obecné jsou ulohy dynamiky stroji popsany parcidlnimi diferencidlnimi rovnicemi
v prostorovych soufadnicich a ¢ase. Vhodnou diskretizaci prostoru, at’ jiz subjektivni, nebo

zalozenou na metodé konecnych prvki, lze danou ulohu pfevést na systém obycejnych
diferencialnich rovnic zapsanych maticové ve tvaru

f, (ij,q,q):f(t) (2.1)

Zde q=q(t) je vektor zobecnénych vychylek, f(¢) vektor buzeni a f, vektor viech

ostatnich sil plsobicich na mechanickou soustavu. VSechny vektory jsou dimenze m.
Pfedpokadejme, Ze 1ze vektory f;, dekomponovat na linearni a nelinearni ¢ast, totiz na

f,=f +f (2.2)
kde
f, =Mq+Bq+Kq (2.3)

Potom miizeme systém pohybovych rovnic (2.1) ptepsat do tvaru

Mq+Bq+Kq=f(r)-f, (2.4)
of, of, of, . . et e 1o .
kde M = i B= R K= 0 a kde f, je vektor libovolnych silovych t¢inki, které nelze
q q q

zahrnout do linearizované levé strany rovnice (2.4), a M,B,K jsou konstantni realné ctvercové
matice hmotnosti, koeficientd utlumu a tuhosti, vSechny fadu m, kde m je pocet stupna
volnosti. Pfi tom muize vzniknout fada specidlnich piipadl, které postupné probereme.
Z rovnice (2.4) vyplyva, Ze feSeni se hleda pro linearizovany systém s korekci nelinearity
(z&vislé na fesSeni) v buzeni, kde vystupuje jako aditivni Sum.

2.1 Linearni systémy

Vyznacuji se nulovou nelinearitou, tj. £ =0, vrovnici (2.4). Pro feSeni je ucelné
pievést systém m diferencialnich rovnic 2. fadu na systém 2m rovnic 1. fadu. Oznacime-li

B M -K 0
u(r)= ?(t) ; g(1)= f)) - ; P= ",
q(1) 0, M 0, 0 M
dostaneme rozsifenim pohybové rovnice o identitu Mq (t) =Mq (t) rovnici

Nu(7)=Pu(t)+g(1) (2.5)

Pronasobime-li tuto rovnici matici
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dostanem systém tzv. stavovych rovnic
x(7) = Ax(7)+b(7) (2.7)
kde

x(1)=u(t): b(z):N-lg(t)z[Mf;(t)} A{_;}"IK _;4'"14 2.8)

akde I, je jednotkova matice fadu m.
2.2 Volné kmitani

Nepusobi-li na soustavu zadné buzeni, je b(t)=02m a systému stavovych rovnic

vyhovuje feSeni X(t):xe“. Po dosazeni do rovnice (2.7) se dostane obycejny problém
vlastnich ¢isel ve tvaru systému homogennich algebraickych rovnic.

(A-sI,, )x=0,, (2.9)
K tomuto problému existuje jesté problém ptidruzeny
(A" -sL,, )y =0,, (2.10)

Reseni x resp. y existuji netrivialni jen pro uréité hodnoty parametru s, které nazyvame
vlastnimi hodnotami. Jsou to ty hodnoty s, pro n&Z det(A-s,I,,)=0. Kazd¢ vlastni

hodnoté s; prislusi jeden (pravostranny) vlastni vektor — sloupec x; a jeden (levostranny)
vlastni vektor — sloupec y. Vlastni hodnota s, spole¢na ob&éma problémim, souvisi se
zobecnénou vlastni frekvenci soustavy € prostiednictvim vztahu Q =—is,, kde i je
imagindrni jednicka. Vlastni vektory, obecné komplexni, odpovidaji vlastnim tvarim kmitani.
Je-li studovany systém jednoduché struktury, pak kazdému vlastnimu ¢islu ptislusi jeden
nezavisly vlastni vektor.

Prvni model problému vlastni hodnoty, vyplyvajici zrovnice (2.7), lze definovat
rozsifenymi zapisy rovnic (2.9) a (2.10) pro vSechny vlastni ¢isla ve tvaru

AX=XS, Y'A=SY’ (2.11)

kde S=diag[s,] je spektralni matice a X=[x,]a Y=[y,] jsou tzv. modalni matice

vytvofené ze vSech k = 1,2 ...., m vlastnich vektori — tvarti kmiti. Vlastni vektory nejsou
obecné definovany jednoznac¢né. ProtoZe by se mohly navzajem lisit v métitku, kladou se na
né jesté podminky ortogonality a normy, tj. ortonormality

Y'AX=S a Y'X=1,, =Y =X" (2.12)
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Druhy model je definovan homogenni variantou rov. (2.5) vedouci pro u(t) =ue'

k zobecnénému problému vlastnich Cisel
PU=NUS, T'P=ST'N (2.13)
s podminkami normy a ortogonality ve tvaru

T'PU=S, T'NU=1,, (2.14)

kde opét U a T jsou modalnimi maticemi, které v piipad¢, 7e¢ A =N""P se rovnaji X resp. Y.
U obou téchto modelli se pracovalo s maticemi fadu 2m, které vSak musi obsahovat
redundantni informace, nebot’ obsahuji celkem 2.(2m)’ prvki, zatimco ptivodni model pouze
3m’ prvkl v maticich M, B, K. Proto 1ze dokazat, ze plati

vs 7|
U= , T= (2.15)
VS WS

Na tomto zéklad€ 1ze postavit i tfeti model problému vlastnich ¢isel, tentokrat vSak
kvadraticky v s. Pro jeho feSeni se vyjde z homogenni ulohy odpovidajici problému (2.4) a
dostane se pravostrannd a levostrannd varianta problému vlastni hodnoty ve tvarech

MVS’+BVS+KV =0,

(2.16)
S°W'M+SW'B+W'K=0,
s novymi podminkami normy a ortonormality, kter¢ jiz nejsou tak prihledné
SW'MVS-W'KS =S8
(2.17)

W' MVS+SW' MV +W'BV =1

Reseni tfettho modelu problému vlastnich &isel p¥imou cestou neni dobfe mozné,
protoze se jednad o maticovy kvadraticky problém. K teSeni 1ze vyuzit druhého modelu tak, ze
ze znamych matic M, B a K se sestavi matice N a P a vyfesi se matice S a U. Levostranné
vektory v matici T se podle formule 2.14 vypoctou inversi matice [NU]. Z modalnich matic T
a U se pak odseknou dolni poloviny a po normalizaci zistanou modalni matice Va W typu
(m, 2m). Ty se om¢étitkuji napt. tak, aby sob€ si odpovidajici vlastni vektory mély stejné
Cebysevovy normy.

2.2 vynucené kmitani
Vynucené kmity diskrétni linedrni mechanické soustavy jsou popsany modelem

Mg (¢)+Bq(t)+Kq(r)=1f(7) (2.18)
V zavislosti na tvaru pravé strany je ucelné fesit numerickou tlohu riznymi postupy.

Ustalené harmonické kmity lze vySetfovat pomérné snadno. Je-li prava strana harmonickou
funkei Casu f (t) =fe' s libovolnym komplexnim vektorem amplitud f, m4 ustalené kmiténi



podobny tvar, totiz q(t):qei“”. Po dosazeni do diferencidlni rovnice dostaneme pro

frekvencné zavislou komplexni amplitudu ustalené odezvy funkci

q(0)=(K-o’M+ioB) f(0)=G(a)f(o) (2.19)

-1

Matice G(a)) = (K -o'M +ia)B) je matici komplexnich dynamickych poddajnosti.
Rika se ji rovnéz matice frekvenénich pienosti nebo také frekvenénich odezev. Pro kazdou
z budicich frekvenci o existuje jedna komplexni matice G (@) Fadu m.
Existuji principidln¢ dva razné zpasoby, jak vypocitat odezvu linearniho dynamického
systému na obecné vnéjsi buzeni: piima integrace a konvoluce impulstni odezvy s buzenim.
Prvni piistup, pouzitelny obecné i pro nelinedrni systémy, popiSeme az pozdéji. Druhy
ptistup, zaloZzeny na integralnich transformacich, vyuziva skutecnosti, ze odezva linedrniho
systému q(¢) na buzeni f(¢) je dana konvoluénim integralem

a(t)=["G(t=7)f(z)dr = G(1)*1(¢) (2.20)

Pokud vSechny funkce vstupujici do integralu jsou absolutné integrabilni, 1ze na rovnici (2.20)
aplikovat Fourierovu transformaci (FT) a dostat tak znamy tvar obrazu konvoluce jakou
soucinu obrazl funkei vstupujicich do konvolute

q(0)=G(o)f (o) (2.21)

Zpétnou FT q(w) se ziska odezva q(¢). Pii numerické realizaci celého postupu
pomoci kone¢né diskrétni FT (jeji rychlé verze FFT), je zapotiebi pracovat s ¢asovymi fadami
G(t) af (t) doplnénymi o stejné dlouhé nulové useky. Za téchto okolnosti neni vysledek

zatizen cyklickou chybou vznikajici v disledku diskretizace.
Za jistych ptfedpokladl Ize hledat feSeni vynucené¢ho kmitani diskrétnich line4rnich
systémi analyticky s pouzitim maticové exponencialy.

2.4 Stabilita
Z polohy vlastnich ¢isel v komplexni roviné lze usuzovat i na chovani dynamického
systému. Rozviime vztah popisujici volné kmity v case

X(t) — XeResHilmst — XeRestelmst (222)

Zde x je vektor komplexnich amplitud (vlastnich tvarii kmiti), e je ¢len vyjadtujici
proménnost téchto amplitud v Case a

¢"™" = cos(Imst)+isin(Imst) (2.23)

je stacionarni kmitavy clen. Je tedy zfejmé, ze vlastni kmity budou omezené, pokud realna
¢ast libovolného vlastniho ¢isla bude nekladnd. Miize nastat pét ptipadi polohy vlastniho ¢isla
v komplexni roviné (viz tabulku 2.1 a obrazek 2.1)



typ | Res | Ims popis

a <l =0 tlumeny pohyb bez kmitani
b [ <0| #0 tlumené kmitani
c | =0| #0 | netlumené kmity na mezi stability
d | >0]| #0 nestabilni kmitani
e | >0]| =0 nestabilni pohyb bez kmitani
Tabulka 2.1: Piehled typt vlastnich ¢isel
Ims
s ®Se
P
| |
| i
Sq : [ se Res
- T ©
: |
[
: |
‘ .
U ¢S 4
Typ:
a b c d e

Obr. 2.1: Rozmisténi vlastnich ¢isel v Gaussové roviné urcuje chovani dynamického systému.

Pohyby systémii s Re <0 (v levé poloroving) jsou stabilni. Vlastni ¢isla typt b, c, d se
vzdy vyskytuji v komplexné sdruzenych parech, pokud matice M, B, K jsou redlné. Pro
kmitavy systém s jednim stupném volnosti Ize relativni Gtlum k-tého vlastniho cisla stanovit
z formule

p —_Res

r

(2.24)
s

Pro systémy s vice stupni volnosti plati tento vztah jen ptiblizn¢.

Pro vlastni ¢isla v levé polorovin€ budou kmity pfisluSné frekvence zanikat, kdezto
v pravé poloroviné budou rlist. Pro vlastni ¢isla na imaginarni ose se systém bude chovat jako
netlumeny. Mechanické diskrétni systémy vytvarené z hmotnosti, pruzin a tlumict maji
matice M a K symetrické a matici B hermitovskou, tj. vredlné casti symetrickou a
v imaginarni antisymetrickou s nulovou diagonalou. U takovych systémil se pak setkdvame
pouze s vlastnimi Cisly typu a, b, ¢, tedy bez nestabilit. Ptipoji-li se vSak k t€émto systémim
dalsi ucinky, obvykle nevratného charakteru, jako jsou vlivy proudiciho média, fezné¢ho
procesu pii obrabéni, styku kola s kolejnici anebo fizeni, porusujici symetrii pivodnich matic,
mohou se vyskytnout i pfipady typu d, e.

Vlivy porusujici symetrii se obvykle méni s nékterym provoznim parametrem
(rychlosti proudéni, jizdy, fezného procesu, tlakem, teplotou ap.). V souvislosti s tim se méni i
poloha vlastnich ¢isel v Gaussové roviné a vlastni Cislo pivodné typu b mize pro urcity
provoz piejit na typ ¢ az dokonce do rezimu d. Tehdy energie odebirand z pohonu stroje je
ptes nesymetrické ¢leny matic pfivadéna do kmitajiciho systému a v okamziku, kdy se prave
rovna energii odvadéné tlumicimi elementy, nastane stav na mezi stability. Po piekroceni
meze stability prebytek pfivedené energie bud’ rozkmitava linearni soustavu nade vSechny



meze, nebo ji piivede ke zhrouceni (u typu e). Systémy, jejichz vlastni hodnoty se v prubéhu
zmén provoznich parametrii méni, se nazyvaji evolutivnimi.
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