1. Linearni dynamické systémy
1.1 Rezonan¢ni charakteristiky linearnich systémi s jednim stupném volnosti

Zavislost amplitudy vynucenych kmit na frekvenci nazyvame amplitudo-frekvenéni
charakteristikou. Podobn¢ zménu fazového posunuti (u tlumenych soustav) na frekvenci
nazyvame fazové charakteristiky. Tyto charakteristiky povaZzujeme u mechanickych systémi
za zékladni a snadno je odvodime na zdkladé rozboru odezvy soustavy buzeného
harmonickou silou.

Matematickym modelem soustavy je zndma rovnice

m(e)+ bi(e) + ky(e) = F () (D)

kde m, b a k ptedstavuji hmotnost, soucinitel viskézniho tlumeni a soucinitel tuhosti. Pro
harmonické buzeni F(¢)=F,-sin(wt) bude odezva rovnéz harmonicka.

y(t):A-sin(wt—y/):A-ei(“”_"’) (2)

kde A a w jsou amplituda a fazové posunuti (zpozdéni odezvy na buzeni). Po dosazeni za silu
F(t)ay(t)do rovnice (1) a po eliminaci trividlniho feSeni dostaneme vztah

A-e [(k —a)zm)+ia)b} =F,

ze které jiz snadno ur¢ime zavislost absolutnich velikosti amplitudy a faze na budici frekvenci
w, tj. amplitudovou a fazovou frekvencni charakteristiku

4(0)| = fy _ arctank_w—bz 3)
\/(k—a)zm) +(wb) w-m
UZijeme — li poymy: 4, = % , dynamické zesileni A = Ak , vlastni frekvence
st 0
W, = \/E frekvenéni naladéni 7 = 2 a pomérny Utlum D = b b ptejdou vztahy
’ m’ 0 N
(3) do bezrozmérného tvaru:

= , W =arctan fD > 4)



| LA AL A A JNL AR B B A |

Y 05 1,0 4,5 2,0

Obr.1.1

Rezonan¢ni kiivky popisuji vynucené kmitani vSech linedrnich tlumenych systému
s jednim stupném volnosti, 1ze v bezrozmérnych soufadnicich znazornit jednoparametrickou
soustavu kiivek (parametr D), které jsou znazornény na obr.1.1 (amplitudové rezonancéni
ktivky). Ktivky pro D =0 odpovidaji rezonan¢nim charakteristikaim netlumené soustavy.



Z rozboru charakteristik miizeme ziskat fadu informaci. Z prvé rovnice (4) lze snadno

zjistit, ze pro 7 =0 je — =1a w =0pro vSechna D. Ze stejné rovnice lze vypocitat i vysku a
st

polohu rezonanéni kiivky. Frekvenéni naladéni (77,) , pfi kterém je amplituda vynucenych

max

periodickych kmitlh maximalni je definovano vztahem (77 A) = (1 —2D)2 . To znamena, Ze

max
vrcholy rezonancnich amplitudovych kiivek se zrostoucim tlumenim posouvaji k niz§im
frekvencim, jejich ,,vySka“ se snizuje a pro D > 0,7 ptechéazi rezonanc¢ni kiivka do monotoénné
klesajici zavislosti s maximem v bod¢ 7 =0 (viz. obr.1.1 ¢arkovany prab¢h).

U malo tlumenych soustav naopak lezi rezonan¢ni vrchol v blizkosti ptimky 7 =1,
reprezentujici stav kdy o= w,. Z prvé rovnice (4) pak miZeme pro tento stav vypocitat, Ze

A 1 . . :
-~ 5p coz je hodnota na zakladé které 1ze z naméfenych charakteristik ur¢it odhady D a

st

pak 1 soucinitele tlumeni b =2D~/km .
V technické praxi tyto hodnoty zcela postacuji a proto také velikosti maximalnich
vychylek odhadujeme dostate¢né piesné podle vztahu

A= ;lSt) pro D«1 (%)

S velikosti tlumeni souvisi také Sitka vrcholu rezonanéni amplitudové kiivky,
definovand jako rozdil soutadnic (772 —771) urenych priseciky rezonancni kiivky

s vodorovnou pfimkou na tirovni Finax

NG

Dosadime-li opét toto feSeni spolu s buzenim Focos(a)t) do pohybové rovnice,

dostaneme po uprave soustavu rovnic pro urceni redlné a imiaginarni slozky odezvy:

(k—a)2m)Re{A}+a)bIm{A}=Fo ®)

—wbRe{A}(k-w’m)im{4}=0

Tuto soustavu pievedeme nejprve do tvaru, obsahujiciho bezrozmérné parametry 7 a

(1-7)Re{d} +2npDIm {4} = 4,
—2nRe{4}(1-7")Im{4} =0 ©)

Nyni provedeme nasledujici upravy: prvou rovnici soustavy (9) vynasobime hodnotou
Im{A} a odecteme od ni druhou rovnici téze soustavy, vynasobenou Re{4}. Po upravé
dostaneme:

R {1 {4} =2 1 { 4} (10)
n

Dale budeme sledovat pribéh rozonanéni kiivky v blizkosti rezonance. Uvazime-li, ze
muze dojit k malému ,,rozladéni* od ptfesné¢ hodnoty rezonance, mizeme misto naladéni #



dosadit do rovnice (10) a do druhé rovnice (9) hodnotu 7 =1+A. Po zanedbani vysSich

mocnin malé hodnoty A dostaneme soustavu dvou rovnic, ze kterych po eliminaci hodnoty A
dostaneme:

A A

Re* {4} +Im* {4} ==L Im{A} - —=Re{4 11

o (A i’ (4] =2 T ) - Re ) ar
. . . e o« . ... Re{d} Im{4} .

Rovnice (11) ptedstavuje v roving, ur¢ené souradnicemi a kruznici,

st st

st

kterd prochazi poc¢atkem (Re{A4}=Im{4}= 0) a ma stfed v bod¢ o soutfadnicich f—z;a , Viz

obr. 1.1c. Na tomto obrdzku jsou zakresleny dv¢ kruznice, pro pomérné Gtlumy D = 0,/ a D =
0,2. PIn¢ jsou znazornény piesné zavislosti, ziskané numerickym fesenim soustavy (9). Je
ziejmé, ze pouze pii nizkych frekvencich buzeni jsou odchylky piesnych zavislosti od kruznic
(carkované priibéhy) patrné. OvSem tyto diference se s klesajicimi hodnotami tlumeni dale
zmen$uji. Z Kennedy — Pancova diagramu, nazyvaného také kruhovym diagramem je ziejmé,

. : A .
ze z n¢j lze soucasné odecitat nejen zesileni —, ale 1 fdzové posunuti y pro dané naladéni 7.

Je zapotiebi si ale uvédomit, ze rychlost zde predbiha vychylku o %

Z rozboru frekvencnich diagrami vyplyvaji, krom¢ uréeni vlastni frekvence, zesileni,
ptipadé¢ pomérného ttlumu i dalsi vyznamné skutecnosti, kterych lze vyuzit v teorii piistroja
k zajisténi rovnovaznych stavli apod. Na hmotny bod totiz ptisobi sily: budici sila F, pruzna
(vratnd) sila F, = kA" ™) | tlumici  sila F, = —iwbAe"™™) a  setrvatnd sila
F. =—o’mde"™") . Tyto sily piisobi ve stejném sméru, jen u netlumenych systémi; u
tlumenych systémii je musime sledovat Gaussové roving, viz obr. 1.2a. VSechny tyto sily

musi byt v rovnovaze a musi tudiz vytvaret uzavieny ctyfuhelnik jehoz tvar se bude ménit se
zménou w, resp. se zménou naladéni 7. Typické tvary tohoto Ctyfuhelniku jsou znazornény

na obrazcich 1.2b,c,d, pfedstavujicich podrezonancéni (7 <1), rezonancni (n=1) a
nadrezonanéni stav (77 >1). Z téchto vektorovych obrazci lze vyvodit nésledujici zavéry o

vlastnostech kmitajiciho systému: pfi nizkych kmitoctech (podrezonanc¢nich) je budouci sila
zachycovana hlavné reakci pruzného uchyceni, zatim co tlumici a setrvacné sily jsou méné
vyznamné a zpusobuji malé, ale dobie patrné fazové posunuti (obr. 1.2b). S rostouci frekvenci

se tyto sily zvétSuji a roste 1 Ghel y, ktery v rezonoanci dosdhne hodny y, = % Z obr. 1.2¢c

je dale patrné, ze budici sila je v rovnovaze se silou tlumici a pruzna sila je v rovnovaze se
silou setrva¢nou. V nadrezonanc¢ni oblasti (obr. 1.2d) se fazové posunuti dale zvétSuje,
amplituda kmitl klesa (viz obr. 1.1a) a s ni klesa 1 amplituda pruzné sily. Dosti vysoko nad

rezonanci pak pfiblizné¢ plati ‘F ‘ :‘E , §j. vn&jsi sila je zachovédna predevSim setrvacnosti

hmoty systému. Elastické i tlumici Gi€inky jsou minimalni, thel se v limité blizi k hodnoté z.
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Obr. 1.2 Obr. 1.3

Tyto vektorové obrazce slouzi predevsim k ujasnéni fyzikalnich pomérti v kmitajicim
mechanickém systému. Nejsou ovSem v praxi tak rozSitené jako amplitudové a fazové
charakteristiky, kruhové diagramy nebo odezvy na specialni typy budicich funkci, se kterymi
se seznamime v nasledujicim odstavci.

1.2 Odezvy systémi na specialni typy budicih funkci

Nejznaméjsi z téchto odezev je odezva na jednotkovy impuls, kratce impulstni
funkce. Uvazujeme systém, ktery byl v ¢ase ¢ <0 v klidu a kterému je v ¢ase ¢t =0 udélen

jednotkovy silovy impuls F(¢)=6"(¢)dt , kde symbol & oznaCuje znamou Diracovu delta —

funkeci, kterd je vSude nulova s vyjimkou bodu ¢ =0, ve kterém plati

+0
jfmzl
-0



U netlumeného systému Ize odezvu na jednotkovy impuls vypocitat z podminky
zmény hybnosti v elementarnim case:
F (t)dt = mdv

Za dobu, pro kterou silovy impuls pusobil, dojde ke zméné rychlosti Ava ke zméné
polohy Ay (jde o malou veli¢inu druhého tadu):

Av:ijF(t)dt=i, Ay=Avdt =0 (16)
m m

Po pohybovou rovnici netlumeného systému, zatizen¢ho v case # impulstni silou F,

my(t)+ky(1)=F,, =F06 (1) (17)

budou pocate¢ni podminky (s ohledem na to, Ze systém byl plvodné v klidu a
s vyzitim vztahu (14) tyto:

Emp

y(0)=0. 3(0)=-

Reseni rovnice (17) pak mizeme napsat ve tvaru

_ Y0 (o) = T i (o) = Lo gin(s) =
y(t)=y(0)cos(awyt)+ o sin (@yt) = e sin(@yt) = Py sin(wyt)=Fyh(t) (18)

zde @, = \/Z a funkce k()= 1 predstavuje hledanou impulsni funkci. Je-li
m w,m

systém tlumeny, bude impulsni funkce rovna

h(t) =L isinay (19)

m

Pomoci impulsni funkce 1ze snadno urcit odezvu systému na obecnou budici silu F(?),
pfedstavime-li si ji jako mnoZinu elementarnich obdelnikovych impulsi F (r)dr , Viz obr.

1.3a,b. Za predpokladu platnosti zakona superpozci plati pro netlumeny systém

y(1)= j;F(T)h(t_f)dT:%Lm [[F(c)sin(t-7)dr (20)
a pro tlumeny systém
y(t)=mLQ ;F(T)efﬁ(H) sinQ(r-7)dr (21)

Rovnice (20) a (21) plati pro nulové pocate¢ni podminky.



| SILOVA FUNKCE FAKTOR zESILENT ['(t)
F A F(t)
1 L(#) =1-cos @t
ol N
bR [(t)= f-cosco b+ Snt _ L pro t £ t
F 4 ‘ s Wt tr R
: JA__. 1
r= sinw.t - sin @ (t-t )|~ cos ot
° te ¢ mtg[ " R] pro t >ty
i
S — I'(t)=1-cosm°t po t =t,
3
af‘r————t;—t—- I'(£) = cos @, (t-tg)-cos wet pro t>t,
2 t-sinw.t tr
F(4) F({’-)"“"‘——a‘:“— pro 02 t = 3
" Fr- i-_ (i:)=-'— {t “t %= [:2Smc.) (t-——)-smmo’c]}
ta =
6T % 1, ¢ pro 5 =t= tp
2 I(t)= o, [2smm (t————) sinwst-sinw,(t-t )]
pro t = ¢,
sin ot P
.['(ﬂ"t (t'. pro t=t_
rt)=1+ o E, ine, (£-t,)-sin ot
pro t >1tg
@
inot - oo sinw,t
P(f) - sin wt g. 2‘"
1-(3,)
- W
Poznédmka : r (‘t) Yot kde ysts "y ‘
Q,'v% «os Vvlastni frekvence systému.

Tab. 1

Periodické, harmonické nebo rezonancni kmitdni je pouze zvlaStnim piipadem
obecného pohybu systému, buzeného silou libovolného pribéhu, o ¢emz se mulzeme
presvédcit. Je znamé, Ze u netlumeného systému, ktery je v rezonanci, nelze vypocitat odezvu
pomoci vzorcl (3). Lze ale pouzit rovnici (20), do které dosadime za F (t) =F, cos(a)ot);

dostaneme vyraz

J.(: cos(a,7)sin| @, (t-7) Jdz =

2ma) —sina, (27 - t)]dz' = 2moctoo sin (@)



ktery pfedstavuje zndm¢é rezonanéni kmitani, charakterizované amplitudou
vzristajici s ¢asem, které odpovidi fyzikalni skutec¢nosti.

Odezvu netlumeného linedrniho systému na konstatni, periodické nebo skokového
buzeni Ize vyjadrit také tim zpsobem, ze partikularni ¢ast odezvy upravime do tvaru

¥ (1) :%F(t) T (22)

kde funkce I' piedstavuje faktor zasileni, formulovany jako funkce ¢asu. Rovnice
charakterizujici zménu I" pro nékteré Casto uzivané prubehy zatézujicich u€inki, jsou uvedeny
v tabulce tab. 1. Z téchto vztahl lze jako extrémy urcit 1 maximalni hodnoty I' _a cas
(méfeny od pocatku plsobeni impulsni sily), ve kterém je téchto maximalnich hodnot
dosazeno a to pouze v zavisloti na vlastni frekvenci systému, kterou lze vhodnymi zasahy do
struktury systému ménit. Tyto tdaje jsou v teorii pfistroji a fidich systémi velmi dilezité,
nebot’ vlastné urcuji ,,setrvacnost”, se kterou se pristroj (soustava) reaguje na dany impuls.
Jeden z konkrétnich pribéht faktoru zasileni je zndzornén na obr. 1.3c a je na ném dobfie
patrné doznivani odezvy, vyvolané nahlou zménou budici sily. Skute¢nost, ze v tomto ptipadé
neuvazujeme tlumeni, nemd prakticky vyznam, pokud neni extrémné vysoké.

1.3 prenosova funkce. Konvoluce

Uvazujme dynamicky systém popsany rovnici (1), ktery je buzen obecnou spojitou
casovou funkci f{?):

my (1) +by(t)+ky(t)= f(¢) (23)

Pokud tato rovnice spliiuje podminky Laplaceovy transformace, mizeme vyjadfit
obrazy vstupl a vystupt takto:

L{f ()} =] s(t)ede=F(s) (24)
L{y(e)f =] y(t)edi=v(s) (25)

Zde symbol (s) ptedstavuje komplexni proménnou. Pro nulové pocatecni podminky
(¥(0)=»(0)=0) ptejde rovnice (23) do jednoduchého tvaru

[k+sb+sszY(s) = F(S)
odkud jiz Ize snadno vyjadfit obraz odezvy
Y(s) = [/c+sb+szmT1 F(s) (26)

U reédlnych dynamickych systémi spliiuji funkce buzeni i odezvy soucasné také
podminky kladené na Fourierovu transformaci; miizeme tedy polozit s =i®w a rovnice (26)
piejde do tvaru:



Y (iw) = [k +iwb— a)zmT1 F(iow)=H (io)F (io) (27)

Kde H (iw) je pfenosova funkce systému (23).

Ptechod z frekven¢ni oblasti do oblasti Casové lze uskute¢nit pomoci inverzni
Fourierovy transformace

y(1)=]

—0

+00

n(c) f(t-7)dr =h(1)* £ (1) (28)
kde A(t) je impulstni funkce, definovana rovnici
1 o ,
h(t)=—| H(iw)e'”d 29
(1) ELO (iw)e”dw (29)

Symbol *, uzity vrovnici (24) predstavuje tzv. konvoluéni soucin nebo také
Duhamelovy integraly. Aplikujeme-li nyni na rovnici (24) znovu Fourierovou transformaci,
dostaneme opét rovnici (23):

J-jw y(t)e™ = ij h(7) d‘rfm f(t—7)e"™dt
Zavedeme-li nyni substituci u =¢—7, resp. du = dt, dostaneme

Y (iw) = rwh(T)e’”‘"dr-J‘j:f(u)e’”"“du =H (iw)-F (io) (30)

Porovnéme-li rovnice (28) a (30) lez fici, Ze konvolace v Casové oblasti a naopak (tzv.
konvolucni teorém). Konvolu¢ni integraly se vyuzivaji v mnoha inzenyrskych aplikacich a
také v teorii ndhodnych kmitl, jak uvidime pozd¢ji. Princip konvoluce je zndzornén na obr.
1.4. Piedpokladime, 7e kazdy bod kiivky f(¢), miZeme povaZovat za impuls v hodnoté

rovné hodnoté uvazovaného bodu, naptiklad f (tn), viz obr. 1.4a. Kazdy takovy impuls
vybudi odezvu systému (23) h(t), jejiz velikost je umémé hodnotd funkce f(7)

v uvazovaném okamziku a jejiz pocatek se shoduje s polohou budiciho impulsu na Casové
ose. Na obr. 1.4c je siln€ vyznacena odezva, odpovidajici impulsu f (tn). Je patrné, Ze tato

odezva ma pocatek v Case tn a Spickova hodnota se objevi aZ v ¢ase ¢, =¢, +7,,, kde vyznam
7, je patrny z priib¢hu 1.4b.
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Velikost ~$pickové hodnoty bude: y, (%)= (¢,)h(z,) a hodnota odezvy

v kterémkoliv jiném Case ¢, bude definovana analogicky: y,(z,)= f(z,)h(¢—t,). Celkova

hodnota odezvy v ¢ase ¢, pak bude rovna souctu odezev na buzeni poc€inajici v riiznych

casech, lisicich se o krok Az, tj.:

y(10)= X5 (0)= X /() 1)

n=—00

Nyni jiz mizeme vyjadfit celkové hodnoty odezvy v libovolném case ¢ > 0:



y(1)= X 7()h(1-1,)

Je zfejmé, Ze limitovanim této rovnice pro Ar — 0 dojde k rovnici typu (28), coz
ilustruje obr. 1.4d.

1.4 Dynamické charakteristiky systémii o n stupnicho volnosti

Realné mechanické soustavy Ize obecné modelovat soustavu simultarnich pohybovych
rovnic. Omezime-li se na diskretizované modely, miZeme tuto soustavu zapsat ve tvaru
maticové rovnice

Mij (1) +Bq(t)+Kq ()= 0 (32)

ke M,B,K jsou matice hmotnosti, tlumeni a tuhosti, q(¢) je casové proménny vektor
zobecnénych vychylek a 0(7) je nulova matice.

K popisu vlastnosti systémi o vice stupnich volnosti pouzivame v podstaté stejnych
danamickych charakteristik jako u systémil sjednim stupném volnosti. Jsou to: spektra
vlastnich frekvenci a tvarti vlastnich kmitdi, matice impulstnich funkci a matice prenosovych
funket.

Spekra vlastnich frekvenci a tvari vlastnich kmiti pro netlumené systémy lze
souhrnné vyjadfit prostfednictvim spektralni matice Q° a modalni matice U:

2

@, 0 0 Uy Uy Uy,

2
, 0 u u u

2 21 22 2

Q= 02 | u=| " (33)
2
O 0 C()On z/lnl unZ unn

kde w,,,r=1,2,...,n, jsou vlastnim frekvence a sloupce v matici U predstavuji odpovidajici

vektory.
Pro tlumené systémy definujeme rovnéz spektra vlastnich frekvenci p,  a tvard

vlastnich tlumenych kmitd v ,r =1,2,....,n, tentokrat jako vysledek feSeni tzv. komplexniho
problému vlastnich hodnot

[K+pB+p’M |V =0 (34)
Pro mala tlumeni Ize vyuZit s vyhodou néasledujicich vztah:

pr:_ar+i r? arzgra)Or’ ﬂr:a)Or V1_§3 (35)

kde o, je redlnd a B imaginarni ¢ast komplexniho vlastniho ¢isla @, , je r-t4 vlastni
frekvence netlumeného systému a & soulinitel pomérného tlumeni, pfislusny r-tému tvaru
kmitu, vypocteny pomoci vzorce



T
£ = 1 wu Bu,
r T ?
2w, u,Mu,

r=12,....n (36)

kdyz u, je r-ty vlastni vektor, tj. r-ty sloupec modalni matice U. Vlastni vektory tlumeného
systému jsou rovnéz komplexni, maji redlné a imaginarni ¢asti, avSak pro slabé tlumené
systémy plati:

v.=u +iw=u, r=12,..,n (37)

kde v_ jsou opét r-té sloupce komplexni modalni matice V.

Matice prenosovych funkci H (za)) je definovana analogicky k rovnici (27):
. . 2 -1
H(io)=|K+ioB-o'M | (38)

Pfi vypoctu matice impulsnich odezvovych funkei h(¢) lze vyuzit skutecnosti, Ze matice

h(¢) a H(iw) jsou vazany vztahy piimé a zp&tné Fourierovy transformace; tedy:

h(t)= L +OcH(ia)) ¢"do, H(iw)= J-0+wh(t)e’i“”dt (39)

S ogde

Zname-li hodnoty prvkd matice h(t), muzeme vypocitat odezvu systému o n

stupnich volnosti na obecnou budici silu f (t) pomoci rovnice

q(t)=h(1)q(0)+ [ n(r)f (t—7)dr (40)
stejn€ jako jeji obraz ve frekvencni roviné

Q(iw) :J'

—00

+o0

q(t)e"dt =H(iw)F (io) 41)

kde q(0) je vektor pogatecnich vychylek a F(iw) je Fourierovsky obraz budiciho
vektoru ve frekvencni oblasti. Stejné l1ze definovat i konvolutorni soucin v maticové formeé

[Tn(e)f(e-7)dzr =n(t)* (1) (42)

—00

ktery je analogicky k rovnici (28).
Pfenosové a impulstni charakteristiky lze definovat i pro systémy elektrické ci
elektronické, hydraulické apod.
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