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1 Uvod

Text MKP v inzenyrskych vypoctech vznikl jako studijni opora stejnojmenného kurzu I.
ro¢niku navazujiciho magisterského studia Inzenyrské mechaniky a Mechatroniky. Jeho
naplni je podrobnéjsi sezndmeni posluchact s teorii, algoritmy a praktickym pouZzitim Metody
kone¢nych prvki pti feseni uloh mechaniky téles. Zejména jde o ziskani zakladnich znalosti,
potiebnych pti pouziti MKP v linearnich ulohach pruznosti, dynamiky, vedeni tepla a ndvazné
analyze teplotni napjatosti. Tyto poznatky jsou potom v navazujicim kurzu II. ro¢niku
Nelinearni mechanika rozsiteny 1 do oblasti materialovych, geometrickych a kontaktnich
nelinearit.

Ptedmét MKP v inZenyrskych vypoctech probihd formou prednasek, jejichZz zdkladni
osnova v hlavnich bodech odpovida predkladanému uéebnimu textu, a cviceni, ktera se
odehravaji na poc¢itacové ucebné s vyuzitim programového systému ANSYS. Volba
konkrétniho vyukového systému byla dana vice faktory — dostupnosti, rozsirenim,
uzivatelskym komfortem, dobrou personalni podporou i prubéznymi inovacemi systému
ANSYS, které mu trvale zarucuji jedno z prednich mist mezi komerénimi systémy MKP.
Cviceni vSak nejsou koncipovana jako Skoleni konkrétniho systému se systematickou vyukou
zakladnich ptikazi a jejich syntaxi, cilem je seznameni se systémem prace s konecnymi prvky
tak, aby absolvent kurzu po elementarnim zaskoleni snadno zvladl ptechod na kterykoli jiny
moderni vypoctovy systém MKP. Ziskani praktickych zkusenosti maji napomoci i ilustrativni
piiklady u jednotlivych kapitol tohoto textu. Obsahuji stru€ny popis problému
s komentovanym vstupnim souborem, ktery lze spustit na kterémkoli PC s instalovanym
systétmem ANSYS na u¢ebnéch a pracovistich FSI. Kazdy uZivatel si miiZze nasledné provést
podrobnéjsi analyzu vstupniho souboru a jeho vlastni modifikaci za pomoci on-line helpu
[11], ktery je integralni soucasti kazd¢ instalace systému ANSYS. Vstupni ptikazové soubory
vSech uloh jsou snadno editovatelné textové soubory, jejichz ndzev ma jednotnou strukturu:
priklxxx.inp. Jejich spousténi se provadi vypsanim jednoduchého ptikazu do ptikazového
radku v interaktivnim uzivatelském rezimu systému ANSYS: ,, /INP, PRIKLxxx, INP*

Diiraz na teoretické i1 praktické zvladnuti MKP je dén jejim zcela dominantnim
postavenim mezi numerickymi metodami v oblasti inzenyrskych vypoctt. Tohoto postaveni
bylo vzhledem k univerzéalnosti metody dosazeno velmi rychle po jejim vzniku, které byva
Casto spojovano s rokem 1956 podle data publikace [1], piestoze nekteré myslenky algoritmu
MKP byly publikovany mnohem diive [2], [20]. Teprve spojeni téchto myslenek s ¢islicovym
pocitac¢em, umoziujicim v 50. letech jiz dostatecné efektivni feSeni vétSich soustav
algebraickych rovnic, vedlo k ohromujicimu rozvoji metody. Samotny nazev metody pochazi
z roku 1960 a poprvé byl pouzit v ¢lanku [21]. Zejména anglicka verze The Finite Element
Method zduraziuje tu skutecnost, Ze zakladnim stavebnim kamenem metody je prvek
konecnych rozmért — na rozdil od infinitesimalniho pohledu klasické analytické pruznosti,
ktera vychazi z predstavy rovnovahy na nekonecne malém elementu.

Rozvoj MKP jako kazdého oboru Ize dobfe dokumentovat publikacni aktivitou v dané
oblasti. Zatimco Casopisecké publikace o MKP lze dnes stézi spocitat (napt. autor [12] ve své
databazi Makebase k roku 2000 uvadi cca 107.000 polozek), kniznich monografii vyslo asi
470. Mezi nimi je nutno na prvnim misté uvést knihu Prof.Zienkiewicze [3], a to hned
z nékolika diivodu. Jednak byla v roce 1967 skute¢né prvni knihou o MKP, dale je v této
oblasti nejcastéji citovanym zdrojem a diky mnozstvi piepracovanych vydani si stale
v literatuie 0 MKP udrzuje predni misto. Posledni verze [4] jiz pfedstavuje uctyhodné
Ctyfsvazkové kompendium soucasného stavu rozvoje metody. Dalsi publikace [5]-[7]
uvadime zejména pro jejich didaktické kvality.

Z tuzemskych publikaci jmenujme pfedevsim knihu kolektivu brnénskych autori [8]. Jeji
prvni vydani v roce 1972 odrézelo vyznamné postaveni tzv.“brnénské skoly” koncem 60.let,



ktera zejména zasluhou profesorti VUT Zlamala a Zenika dosahla mezinarodniho véhlasu
ptispévkem ke korektni matematické formulaci zdkladi MKP.

Tab.1 Programové systéemy MKP

Year Program name Developer URL address
1965 ASKA (PERMAS) IKOSS GmbH, (INTES),Germany www.intes.de
STRUDL MCAUTO, USA www.gtstrudl.gatech.ed
1966 NASTRAN MacNeal-Schwendler Corp., USA www.macsch.com
1967 BERSAFE CEGB, UK (restructured in 1990)
SAMCEF Univer. of Liege, Belgium www.samcef.com
1969 ASAS Atkins Res.&Devel., UK www.wsasoft.com
MARC MARC Anal. Corp., USA WWwWw.marc.com
PAFEC PAFEC Ltd, UK now SER Systems
SESAM DNV, Norway www.dnv.no
1970 ANSYS Swanson Anal. Syst., USA WWW.ansys.com
SAP NISEE, Univ. of California, www.eerc.berkeley.edu,
Berkeley, USA tware and data
1971 STARDYNE Mech. Res. Inc., USA WWW.reiusa.com
TITUS (SYSTUS) CITRA, France; ESI Group WWW.Systus.com
1972 DIANA TNO, The Netherlands www.diana.nl
WECAN Westinghouse R&D, USA
1973 GIFTS CASA/GIFTS Inc., USA
1975 ADINA ADINA R&D, Inc., USA www.adina.com
CASTEM CEA, France www.castem.org:8001/
HomePage.html
FEAP NISEE, Univ. of California, www.eerc.berkeley.edu
Berkeley, USA tware_and_data
1976 NISA Eng. Mech. Res. Corp., USA WWWw.emrc.com
1978 DYNA2D, DYNA3D | Livermore Softw. Tech. Corp., USA | www.Istc.com
1979 ABAQUS Hibbit, Karlsson & Sorensen, www.abaqus.com
Inc., USA
1980 LUSAS FEA Ltd., UK www.lusas.com
1982 COSMOS/M Structural Res. & Anal. Corp., USA | www.cosmosm.com
1984 ALGOR Algor Inc., USA www.algor.com

Rozvoj MKP vedl ptfirozené k paralelnimu vzniku velkého mnozstvi programi,
postavenych na bazi algoritmu MKP a vyvijenych zpoc¢atku v univerzitnim prostiedi
v souvislosti s feSenim vyzkumnych tikold. Uz v pribchu 60.let se vSak stale Castéji pouzivalo
vyvinutého softwaru k feseni inzenyrskych problémtl, vychdzejicich ptimo z pozadavkl
priamyslové praxe. Zajem o novy vypoctovy prostiedek pak ptirozené vedl k rozvoji
nekterych programi na Cisté komercni bazi. V tabulce 1 je ptehled nejznaméjsich
programovych systémtt MKP. Je dobré si pov§imnout, Ze prakticky vSechny maji své kotfeny
v dobach salovych pocitact a dérnych $titki a Ze je obtizné v soucasné dobé prorazit se zcela
novym produktem, ktery za sebou nema dlouhou historii postupného budovani od
jednoduchych Fortranskych procedur jadra az po softwarove velmi rozsahly “obal”
uzivatelského prostiedi pre- a postprocessingu. Vyjimkou v tomto sméru je systém
Pro/MECHANICA, ktery pfichazi az v prib&hu 90. let s novou koncepci zdkladniho

algoritmu MKP.

Na zakladé¢ sledovani souc¢asného vyvoje se zda, ze postupné dojde k omezeni poctu
komeréné nabizenych systému, mezi nimiZ se nakonec uplatni jen nékolik nejsilngjsich firem.
Pokud budeme usuzovat z analyzy citaci databaze Makebase, pak mezi nejuspesnéjsi za
obdobi 1985-1999 ur¢ité budou patfit systétmy ABAQUS, ADINA, ANSYS a NASTRAN.



2 Zakladni veli€iny a rovnice obecné pruznosti

Napln této kapitoly je podrobné pojednéna ve vSech dostupnych ucebnicich a skriptech
pruznosti [13] — [15], uvedeme zde proto jen zakladni fakta, nutna pro pochopeni souvislosti
s nasledujicim textem, a to bez podrobného odvozovéni. Zakladni tilohou, jejimz feSenim se
dale budeme zabyvat, je tzv. piima uloha pruznosti. Budeme ji formulovat nasledovné: ,,Pro
téleso se znamou geometrii, materidlem, zatizenim a vazbami k okoli urcete jeho deformaci a
napjatost.*

Urceni deformace a napjatosti, stru¢néji oznaCované jako napétova analyza, je
ptedpokladem k néslednému hodnoceni meznich stavt konstrukce, které ovSem pro tuto
chvili lezi mimo ramec nasi pozornosti. Pojmy napjatost a deformace byly dostatecné
podrobné rozebrany v Pruznosti, vime tedy, Ze v obecné prostorové statické tlloze predstavuji
celkem 15 neznamych funkci proménnych x, y, z. Jedna se o:

— tfi posuvy u, v, w
— Sestpretvofeni &.,&,,6.,7 .7 .»7

— a Sest napéti 0.,0,,0,,T,T,,T

xy? Y yzd Vzxt

Tyto funkce jsou navzajem vazany systémem obecnych rovnic pruznosti, které musi byt
splnény uvnitf feSené oblasti. Jsou to rovnice rovnovahy, rovnice fyzikalni neboli
konstitutivni a rovnice geometrické. Na hranici feSené oblasti musi pak byt splnény

predepsané okrajové podminky.

2.1 Rovnice rovnovahy

Tyto rovnice jsou podminkami rovnovahy elementarniho vnitiniho prvku, na ktery kromé
sloZek napéti pisobi vnéjsi objemova sila (napf. gravitacni) o slozkach o, ,0,,0. [N. m™].
Predstavuji vzajemnou vazbu mezi slozkami napéti, kterd musi byt splnéna vzdy bez ohledu
na typ materialu, velikost deformaci apod. Uvadime je pro pfipad statického zatéZovani:

or o, do, Or
ao-x-i- "y+&”+ox:0 ~+——+—"+0,=0
Ox oy oz ox oy Oz ’
(2.1
or, Or, o,
+0,=0
x ody Oz

2.2 Rovnice geometrické

Jedna se o vztahy vytvarejici vazbu mezi slozkami posuvil a pietvoreni a uvedeme je ve tvaru,
pouzitelném v p¥ipadé malych pietvoreni (fadu 10~ a men3im):

ov ow
&, =— £ =— g, =—
T ox YT oy oz
(2.2)
o v & ow ow  Au
yxy:__'__ =—+— 7zr:_+_

o & & 5y " &



2.3 Konstitutivni vztahy

Ptedstavuji vztah mezi deformaci a napjatosti. Opét je uvedeme v nejbézné&j$im tvaru pro
linedrné pruzny, izotropni Hookovsky material, jehoZz vlastnosti jsou uréeny dvéma
nezavislymi materidlovymi konstantami - modulem pruznosti v tahu £ a Poissonovym ¢islem

L

so=rlo-ulora)] =,

£, :%:ay —y(ax +az)] 7 e :éryz (2.3)
1 1

€. ZE_UZ—ﬂ(GxJFO'y)] Vo ZETZX

Modul pruznosti ve smyku G neni nezévislou materialovou veli¢inou a miizeme jej urcit ze

vztahu
E

2.4 Okrajové podminky

Uvedeny systém rovnic musi byt doplnén okrajovymi podminkami, které jsou dvojiho typu -
geometrické a silové. V daném misté a sméru na povrchu mizeme vzdy piedepsat pouze
jednu z uvedenych podminek. Geometrické okrajové podminky vyjadiuji zadani posuvii na
¢asti povrchu télesa I, - viz obr.2.1. Tyto posuvy jsou pfedem znamy (z charakteru ulozeni

télesa, znamych posuvil okolnich téles apod.), oznaéme je u,v,w . Potom plati
F:u=u,v=v,w=w (2.5)

v

Casty je ptipad # = v = w = 0, potom hovofime o homogennich geometrickych podminkach.

Obr.2.1 Resené téleso
Silové okrajové podminky vyjadiuji rovnovahu mezi vnitinimi a vnéj$imi silami
elementarniho prvku, leziciho na hranici feSené oblasti I,
. 4 vewr v I3 v r T . I r
Je-li na I', zadéno vnéjsi plosné zatizeni p° =[p,, p,, p.] a jednotkovy vektor normaly

k povrchu ma slozky ay, ay, o,, pak miizeme psat
I'n:  pe=00, T 190, + 70
Py = Tylx + 0y 0y + T2 0

P =10 T 1.0 T 0- (2.6)

Poznamka: na ¢asti povrchu, kde jsme neptedepsali nic, je v ulohach, feSenych deformacni
variantou MKP, implicitné zadana homogenni silova okrajovd podminka [20]. Normalné i



smykové napéti na tomto povrchu by mélo byt (pfi ,,pfesném* feseni) nulové. To mize slouzit
ke kontrole ptesnosti numerickych vysledki, nebot’ vykreslenim normalného napéti na
povrchu snadno zkontrolujeme, do jaké miry je tato podminka na konkrétni siti kone¢nych
prvki splnéna.

2.5 Pristupy k reseni pfimé ulohy pruznosti

Vztahy obecné pruznosti (2.1)—(2.3) predstavuji systém 15 rovnic, postacujici spolu

s okrajovymi podminkami (2.5)—(2.6) k ur€eni 15 nezndmych funkci posuvii, pietvoreni

a napéti. Je dokdzano, ze pokud se ndm podaii nalézt feSeni uvedené soustavy rovnic, jedna se
o feSeni jediné (tzv. Kirchhoffiv ditkkaz jednoznacénosti feSeni obecného problému pruznosti,
viz napt.[15]). Zasadni problém je ovSem takové feseni najit. V prubéhu historického vyvoje
se vyvinula fada ptistupt k feseni daného problému, které prehledné rozdélime podle
nasledujicich kritérii: podle pouzité matematické formulace problému, vybéru nezavislych
neznamych funkci a podle zplsobu vlastni realizace feSeni. Uvedeny piehled si ne¢ini narok
na vycerpavajici a Uplny vycet v§ech moznosti, spise jde o zdiraznéni hlavnich strategii pti
feSeni obecného problému pruznosti.

2.5.1 Hledisko matematické formulace problému

Podle tohoto hlediska miizeme rozdélit zakladni ptistupy na dvé skupiny: diferencialni

a variacni. Prvni formuluje nds problém v podob¢ soustavy diferencidlnich rovnic - upravami
systému (2.1)—(2.6). Druhy pfistup hleda feSeni problému jako stav, v némz energie
analyzovaného télesa dosahuje extrémni (resp. stacionarni) hodnoty. O jakou formu energie se
jedna a co musi apriorné spliiovat hledané funkce pruznosti, to je specifikovano v tzv.
variacnich principech mechaniky [20]. Tento energeticky pfistup je aktudlni pfedevsim v
souvislosti s numerickymi metodami a MKP.

2.5.2 Hledisko vybéru nezavislych funkci pruZnosti

V konkrétnich ulohéach se nikdy netesi soucasné vSech 15 funkci pruznosti, ale vzajemnym
dosazovanim obecnych rovnic pruznosti se postupné vylucuji jednotlivé skupiny nezndmych
funkci. Postupné tak dospéjeme ke vztahtim, obsahujicim obvykle jen jeden typ nezndmych
funkci (napf. jen posuvy, jen napéti..). Tyto pak oznacujeme jako nezavislé neznamé funkce.
Podle vybéru nezavislych neznamych funkci pak hovotime o piistupu

— deformaénim .......... nezndmé jsou slozky posuvi
— silovém ......c.c...... neznamé jsou slozky napéti
— smiSeném ............... nezndmé jsou slozky napéti i posuvl

2.5.3 Hledisko vlastni realizace reSeni

Zde mame dv¢ zakladni moznosti. Prvni je feSeni analytické, kdy hledame vysledek ve tvaru
spojitych funkci metodami matematické analyzy, vyuzitim integralniho a diferenciélniho
poctu. Druha moznost je feSeni numericke, které prevadi problém hledani spojitych funkci na
problém hledani kone¢ného poctu nezndmych parametrti, pomoci nichz se hledané funkce
priblizn¢ aproximuji. Tento piechod je oznacovan jako diskretizace spojitého problému.
Diskrétni problém je pak feSitelny algebraickymi prosttedky v kone¢ném poctu krokti na
pocitaci. Praveé principialni zavislost na pocitaci je diivodem, Ze numerické metody se
vyuzivaji a bouftlivé rozvijeji teprve od konce 50.let 20. stoleti.

Vyhody historicky star$iho analytického pfistupu jsou jednoznaéné: v ptipadé nalezeni
analytického feSeni v uzavieném tvaru mame k dispozici obecnou funkéni zavislost mezi
vstupnimi a vystupnimi veli¢inami feSeného problému pruznosti. Snadno Ize pak posoudit
citlivost dilezitych vystupnich veli€in (napéti, posuvll) na zmény vstupt (zatiZeni,
geometrie ...). To je velmi vyhodné pii optimalizaci konstrukce. Zakladni problém je ale v



tom, ze analytické feSeni v uzavieném tvaru je znamo jen pro velmi omezenou tiidu tloh,
zpravidla geometricky jednoduchych tvart.

Naproti tomu feSeni numerické je v zasadé schtidné pro kazdou matematicky popsatelnou
ulohu, jakkoli geometricky a jinak komplikovanou. Faktickym omezenim je pouze kapacita
dostupného hardwaru a ¢asové naroky na vypocet. Vysledky se ovSem vztahuji jen ke
konkrétn€ zadanému piipadu, jakékoli Upravy, optimalizace apod. vyzaduji opakovani celého
naro¢ného procesu feseni.

S rozvojem pocitaci jiz dnes a zejména v budoucnu jednoznaéné prevazi pii feseni
praktickych tloh numerické metody. Znalost analytického feSeni zakladnich typt uloh
pruznosti vSak ptesto zlstane jednim ze zdkladt odbornych znalosti vypoctare. Tvofi totiz
zéklad ,,inzenyrského citu®, nutného k racionalnimu posouzeni numerickych vysledkt
komplikovanych problémt praxe. To povazujeme za dulezité zdiraznit, prestoze dalsi vyklad
se analytickymi postupy zabyvat nebude. Tti vySe uvedena hlediska umoziiuji roz¢lenit
postupy feseni problémi obecné pruznosti dle nasledujiciho schematu:

formulace: diferencialni variaéni
varianta: silova deformacni smisena
feSeni: analytické numerické

V zésadé¢ Ize jednotlivé uvedené ptistupy pii feSeni uloh libovolné kombinovat, existuji vSak
urcité vice frekventované postupy. Ve spojitosti s analytickym feSenim je obvykla
diferenciédlni formulace a deformacéni nebo silovy ptistup k
vybéru nezavislych funkei pruznosti. U MKP jako
numerické metody pak jednozna¢né prevlada variacni
formulace a deformacni pfistup - hovotime o deformacni
variante MKP, kde primarni nezndmé jsou funkce posuvii.

LLLL L L L

Priklad 2.1 - le
UkaZme nyni stru¢né typické kroky analytického feSeni na

ptikladu jednorozmérného problému, ktery ndm pozd¢ji
poslouzi 1 pro ilustraci algoritmu MKP. Prut dle obr.2.2 je Y
zatizen pouze vlastni tihou, plisobici ve sméru osy prutu. S, ;
L, E, pje prufez, délka, modul pruZznosti a hustota
materidlu prutu, g je tthové zrychleni.

Jednotlivé rovnice obecné pruznosti se pro jednorozméerny
problém redukuji na jednoduché¢ tvary:

X

Obr.2.2 Prut dle prikladu.2.1

rovnice rovnovahy i]—o- +pg=0 (2.7)
X
Hooketiv zakon o=E.¢ (2.8)
. : du
geometricka rovnice £= I (2.9)
X

Reseni v posuvech (deformaéni piistup) spodiva v dosazeni (2.9) do (2.8) - vyloudime &
a naslednym dosazenim do (2.7) - vylouc¢ime o. Ziskame tak diferencialni rovnici 2. fadu pro
neznamy posuv u(x):

2
du pg_ (2.10)



du
dx
Reseni posuvil je dano parabolou - viz pferuSovana kiivka na obr.3.6:

2
u =£(Lx—x—j
E 2

=0.

x=L

s okrajovymi podminkami: u(0)=0 ,

Zpétnym dosazenim této funkce do (2.9) a (2.8) ziskdme line4rni pribeh napéti - viz
¢arkovana piimka na obr.3.7:

o= pg(L—x)



3 MKRP jako variaéni metoda

Varia¢ni metody v mechanice vychéazeji z variacnich principl; v ptipadé deformaéni varianty
MKP je vychodiskem Lagrangeiiv variacni princip, ktery budeme formulovat nasledovné:
,»Mezi vS§emi funkcemi posuvi, které zachovavaji spojitost télesa a spliuji geometrické
okrajové podminky, se realizuji ty, které udileji celkové potencialni energii I stacionarni

hodnotu.*

Lze dokézat (viz [20]), Ze uvedena stacionarni hodnota existuje, je jednoznacna a predstavuje

zarovent minimum IT. IT Ize vyjadrit jako
IH=w-pP
kde W je energie napjatosti télesa Q2.
W=l I ¢’ .edV

2 Q

a P je potencial vngjsiho zatiZzeni
P= J u'.0.dV +J u’.p.dS
Q r

P

V uvedenych vztazich vystupuji sloupcové matice

— posuvil u’ = [u,v,w]
¥ v ’ T
— pretvoreni € =[8x,8y,8297xy97y2972x]
v T
— napéti ¢ =[o,,0,,0,,7,,7,,7,

. r ™ 7 T
— objemového zatizeni o =[o,,0,,0.]

— plosného zatiZeni p' =(p.p A

Priklad 3.1

S vyuzitim Lagrangeova varianiho principu urcete
posunuti #, koncového bodu pruziny s tuhosti £, zatizené
biemenem o tize F =m.g

(obr.3.1)
Energie napjatosti akumulovana v

pruziné je W = k.u’/2, kde u je

i

1, W. P

posun koncového bodu. Vnéjsi

zatizeni ma potencial P = F.u,

celkova potencidlni energie je tedy
M=1ku’-F.u - Yo

(3.1)
(3.2)
(3.3)

Z L

k

.

Nhw 2 1 DuvniBina Al n])fl'kladu 31
WF
P
IIT=W-=-D

a jeji staciondrni hodnotu najdeme

z podminky M

ﬂzOzku—F
du

Obr.3.2 Celkova potencialni energie zatizené pruziny



Odsud dostaneme znamy vysledek u, = F/k . Tento trivialni pfiklad s jednim stupném
volnosti umoZiluje na obr.3.2 nazorné ilustrovat, jak skute¢ny posuv #, minimalizuje

celkovou potencialni energii. Zaroven ukazuje, jak minimalizaci energetické veliCiny
dospé&jeme ke stejné rovnici rovnovahy, kterou bychom jinak ziskali ze souctu silovych
ucinkt na uvolnéné téleso.



3.1 Diskretizace spojitého problému v MKP - zakladni mysSlenka

Ptedchozi piiklad byl jednoduchy v tom, ze celkovou energii bylo mozno vyjadfit jen

v zavislosti na posuvu jediného bodu. Obecné je vsak IT zavislé na spojitych funkcich u, v, w,
proménnych x,y,z, z nichZ kazda reprezentuje nekone¢né mnozstvi hodnot v nekone¢né
mnoha bodech feSené oblasti. Abychom tllohu mohli fesit numericky, je nutno kazdou z
funkci vyjadrtit v zavislosti na kone¢ném poctu parametrti. V MKP se aproximacni funkce
posuvil vyjadiuji piiblizn€ jako soucet pfedem danych, zndmych funkei N, (x, y,z),
N,(x,y,2z), N,(x,y,z), oznaCovanych jako bdazove funkce. Ty jsou nasobeny neznamymi

koeficienty wu; v;, wi, které fyzikalné predstavuji slozky posuvil v uzlovych bodech site:

! m n
u(x,y,z)= ZNi(x,y,z).ui; v(x,y,z)= ZNj(x, Y,2).v;5 w(x,y,2) = sz (x,y,2z).w, (3.4)
i=1 =1 k=1
Dosazenim této aproximace do vyrazu pro celkovou potencialni energii (3.1) piejdeme od
vyjadreni funkcionalu I'l(u,v,w), zavislého na funkcich, k vyjadient [T(uy,uz,us, ... wy),
zavislému na kone¢ném poctu parametrti. Podminka staciondrni hodnoty I'T vede pak na
soustavu rovnic pro urceni téchto neznamych parametri:

ar_,
u,
: = U Uy W, (3.5)
oTl1
‘0
ow,

Resenim soustavy ziskdme parametry u;, uy, u3, ... a tim i aproximace hledanych funkci
posuvil dle (3.4). Uvedeny obrat je spolecny vice numerickym metodam, pro MKP je typicky
zpusob konstrukce bazovych funkcei, které jsou definovany vzdy jen na malé podoblasti
feSené¢ho télesa, odpovidajici jednomu prvku. UkaZeme to opét na jednorozmérné tilloze dle
prikladu 2.1.

3.2 llustrace algoritmu MKP na jednorozmérné uloze

3.2.1 Aproximace posuvii nad konecnym prvkem

Jak je znamo, analyza pomoci MKP vyzaduje rozdéleni feSené oblasti na kone¢ny pocet
podoblasti - prvkil - které ji spojité a jednoznacné vypliuji. Pro kazdy typ prvku je kromé
dimenze a tvaru charakteristicky pocet a poloha
jeho uzla. To jsou body, v nichz hleddme neznamé
parametry feSeni dle (3.5). V deformacni varianté
MKP jsou tyto parametry oznacovany jako
deformacni parametry a maji fyzikalni vyznam ~ o
posuvu, resp. natoceni uzlového bodu. Zadanim ~

prvki a uzld vytvarime na feSené oblasti sit MKP, @ @ @

ktera hustotou a topologii zdsadné ovliviiuje kvalitu

vysledku a potiebné kapacity pro feSeni. Pro nasi

ilustrativni tlohu je sit’ o tfech prvcich a ¢tyfech Obr.3.3 Diskretizac
uzlech uvedena na obr.3.3. Pro pfehlednost jsme

osu prutu otocili vodorovnég, problém ziistava ale stejny jako v prikladu 2.1 - zatiZeni

uvazujeme pouze tahové ve sméru osy prutu x.

Zabyvejme se dale pouze prvkem ¢€.1. Jedna se o nejjednodussi prutovy prvek s linearni

aproximaci posuvu u(x) podélce prvku:

u(x)=N.§ (3.6)

3 4

Qu




kde N=[N,,N,] je matice bazovych (téz tvarovych) funkci posuvil a
8 =[u,,u,]"  je matice deformaénich parametri; jeji prvky jsou posuvy uzlovych
bodi u;, uy, které predstavuji nezndmé parametry feSeni.

X1 X2

Ly
| |

Obr.3.4 Osove namahany prutovy prvek

Explicitni tvar bazovych funkei je

N=2221 ) N = , (3.7)
Xy =X Xy =X

u(x) = Nyu+ Nou,

4

Obr.3.5 Bdzové funkce prutového prvku
kde xi, x2 jsou soufadnice uzlovych bodt dle obr.3.4. Pribéh bazovych funkei nad prvkem
uvadi obr.3.5.
Posuv libovolného vnitiniho bodu prvku je tedy jednozna¢né uren posuvy jeho uzlovych
bodi, jak je zfejmé roznasobenim (3.6):

u(x)=N,(x).u, + N,(x).u,. (3.8)

Vztah (3.8) je téZ uveden na obr.3.5. Pfipomenme jen, ze vykreslovana funkce u(x) fyzikalné
predstavuje posuv podél osy x, pouze pro nazornost zobrazeni jej vynasime kolmo k x.
Stejnym zplisobem jsou aproximovany i priabehy posuvu u(x) na ostatnich prvcich. Sdileni
spolecného uzlu mezi dvéma prvky znamena i sdileni téhoz deforma¢niho parametru a tedy
automatické zajisténi meziprvkoveé spojitosti posuvu u(x). Po vyfeseni ulohy a vyc¢isleni
deformacnich parametrii je prubeh hledaného posuvu na celé oblasti aproximovan pocéstech
linearn¢ - blizi se analytickému feSeni - viz obr.3.6.

3.2.2 Matice tuhosti prvku

Celkova potencidlni energie I1 je integralni veli€ina, jeji vyslednou hodnotu mizeme tedy
ziskat jako soucet ptispévkil od jednotlivych prvki

H:iﬂi . (3.9)

m=W-F (3.10)

Na prvku ¢.1 bude



kde energie napjatosti prvku je

W, zj.%O'ngx : (3.11)
Napéti i pretvoreni ve (3.11) musime vyjadtit pomoci posuvi. Nejprve vyuzijeme
geometricky vztah (2.9), do néhoz dosadime aproximaci (3.6)

5=i(N.8)=B.8 , (3.12)
dx

kde
dN 1

B:—:
dx  x,—Xx,

[1,1] (3.13)

Je matice udavajici tvar funkce pietvofeni nad prvkem. Ozna¢ime-li délku prvku L =x, —x,

Je

1
B="[-11]. (3.14)

p
Protoze matice B vznikla derivaci N, je pfi linearni aproximaci posuvt priibéh pretvoreni nad
prvkem konstantni a roven &= (u, —u,)/L ,. Totéz plati pro napéti - pomoci (2.8) dostaneme

c=EBS=5".B".E . (3.15)

Posledni poznamka plati obecné: prvky s linedrni aproximaci posuvil (i rovinné ¢i prostoroveé)
vzdy poskytuji vysledky v napétich a pretvorenich po prvcich konstantni — viz obr.3.7.
Dosazenim (3.12) a (3.15) do (3.11) po upravach vyjadiime energii napjatosti prvku ¢.1 ve
tvaru

/4 =%8T. ESIBTde .8=%8T.k.8 , (3.16)
kde k je prvkova matice tuhosti
1 -1
k=5 , (3.17)
L|-1 1

Prvky této matice maji - dle nazvu - fyzikalni rozmér tuhosti.

3.2.3 Matice zatiZeni prvku
Potencial vnéjsiho zatiZeni naSeho prvku ve vztahu (3.10) je

X

Pl:J.upngx. (3.18)
Dosazenim za u(x) z (3.6) a upravami i;yj adiime potencial
P=38"1, (3.19)
kde f je prvkova matice vnéjsiho zatizeni
f= ;pgSLp B} : (3.20)

Jeji prvky ptedstavuji celkovou objemovou silu, pisobici na prvek, rozdélenou na poloviny a
soustiedénou do krajnich uzlt v podobé¢ uzlovych sil. Matice f tedy zabezpecuje diskretizaci



spojitého zatizeni. Obdobné by byla do uzli rozdélena i ptipadna dalsi zatizeni, jako napft. u
prostorovych prvki plosné zatizeni povrchu prvku. VSechna zatiZeni jsou takto soustiedéna
do uzli a silova interakce mezi prvky probihé pravé jen prostiednictvim uzld, prestoze
uzivatel zadava zatiZzeni obvykle jako liniové, plo$né nebo prostorové distribuované.
Samoziejmé je mozno ptimo zadat i osam¢lé sily do uzli, takova sila je pak zafazena na
ptislusnou pozici matice f.

3.2.4 Celkové (globadlni) matice tuhosti a zatiZeni

Odvozené matice Kk, f umoziuji jednoduse vyjadrit energii napjatosti i potencidl zatizeni

v zavislosti na posuvech prvku ¢.1. Pro ostatni prvky odvodime jejich matice analogicky;
pokud rozdé€lime feSeny prut na prvky stejné délky (pii konstantnich hodnotach E, S, p),
budou dokonce jejich matice k, f identické s prvkem €.1. Pro zjednoduseni zapisu budeme
toto predpokladat, z hlediska algoritmu metody tento predpoklad neni nutny.

Nyni chceme vyjadfit celkovy potencidl IT feSené¢ho télesa. K tomu je vhodné sdruzit vSechny
deformacni parametry ulohy do jediné, globalni matice deformacnich parametrti:
U=[u,u,,u,, u4]T. Chceme-li potom energii napjatosti 1.prvku vyjadfit podobné jako ve
vztahu (3.16)

Wl:%UT.Kl.U, (3.21)
je tfeba matici tuhosti 1. prvku formalné rozsifit o ptislusny pocet fadkl a sloupcti:
1 -1 00
-1 1 00
= ES : (3.22)
L,/O0O 0 00
0O 0 00

Snadno se presvéd¢ime o identité¢ vztahi (3.16) a (3.22). Obdobné rozsitené matice druhého
a tfetiho prvku budou

0 0 0 O 00 0 O
0 1 -10 00 0 O
K, _ES , K, _ES (3.23)
L0 -1 1 0 L0 0 1 -1
0 0 0 O 0 0 -1 1
Celkova energie napjatosti je pak souctem prvkovych piispévki
3
_ _lygr 1oy
W_Z:m_zu (K, +K, +K,) U=_U" KU, (3.24)
kde
1 -1 0 0
-1 2 -1 0
K:Q , (3.25)

L0 -1 2 -1
0 0 -1 1
je celkova (t€z vyslednd, globalni) matice tuhosti feSené oblasti, zatim bez realizace

okrajovych podminek. Stejnym zplisobem ziskame i celkovou matici zatizeni F, vyjadiime-li
celkovy potencial vnéjsiho zatiZeni jako ptispévky od jednotlivych prvki:



P=) P=U"(F+F,+F)=U"F (3.26)

1

1

F=—paSL (3.27)

3.2.5 Zakladni rovnice MKP

Pomoci (3.24) a (3.26) zapiSeme celkovou potencidlni energii v zavislosti na kone¢ném poctu
deformacnich parametrti, uspotadanych v matici U:

H:%UT.K.U—UT.F . (3.28)

Dle Lagrangeova varia¢niho principu ma I1 nabyvat stacionarni hodnoty, coz vede na
podminku

oTl

—=0

ou
Z parcidlnich derivaci podle u,, uz, us, us ziskdme soustavu Etyft linearnich algebraickych
rovnic

(3.29)

K.U=F . (3.30)
Snadno se lze presveédcit, ze matice soustavy K je singularni (tj. determinant K je nulovy)
a soustava nema jednoznacné feseni. To je vSak v souladu se skute¢nosti, ze dosud nebyly
predepsany okrajové podminky a nejednoznacnost feseni odrazi prostorovou neuréenost
polohy télesa jako celku. Pro deformacni variantu MKP ve statickych tlohach pruznosti plati
tedy dilezita obecna zasada: Resitel musi vzdy piedepsat alesponi takové okrajové podminky,
aby zamezil pohybu télesa jako celku ve vsech jeho slozkach, které jsou mozné s ohledem na
typ a dimenzi ulohy.
Nesplnéni této podminky vede diky singularité¢ K k numerickému zhrouceni vypoctu (déleni
nulou) pfi feSeni soustavy rovnic (3.30). Vice okrajovych podminek nez je uvedené minimum
samoziejme predepsat 1ze.
Vazba prutu v nasi uloze dle obr.3.3 odpovida okrajové podmince #, = 0. Deformacni

parametr u; musi byt tedy jako znama veli¢ina vypustén z matice neznamych parametrit U
spolu s vypusténim prvni rovnice ze soustavy (3.30). To se na matici soustavy projevi
vypusténim 1. fadku a sloupce, na matici zatizeni téz vypusténim 1. fadku. Ziskdme tak
zakladni rovnici MKP

K.U=F , (3.31)
jejiz matice soustavy je nesingularni. Explicitni tvary jednotlivych matic jsou
2 -1 0 U, 2
ES 1
P10 -1 1 u, 1

Z hlediska mechaniky ptredstavuji fadky soustavy (3.31) rovnice rovnovahy v jednotlivych
uzovych bodech sité. Minimalizaci funkciondlu II, pfi niz jsme kromé spojitosti posuvil
apriorn¢ predpokladali splnéni geometrickych a konstitutivnich vztahi (rovnice (3.12) a
(3.15)), dospivame tedy nakonec k rovnicim rovnovahy. Ctenaf si snadno miize ovéfit, e ke
stejné soustave lze dojit tzv. fyzikalni diskretizaci, a to kdyz v obr.3.3 nahradime jednotlivé



prvky pruzinami s tuhosti £S/L,, do uzll soustfedime hmotnost odpovidajicich ¢asti
sousednich prvkl pSL, a napiSeme podminky rovnovahy jednotlivych uvolnénych uzli.

Resenim (3.31) ziskame posuvy viech uzlovych bodi jako primarni neznamou veli¢inu.
Navratem na prvkovou troven Ize pak v libovolném bodé¢ fesené oblasti vyjadrit posuvy dle
(3.6), pretvoreni z (3.12) i napéti z (3.15). Vysledny prubéh posuvii ilustrativni ulohy,
vztazeny k max. posuvu u, = %ELZ a porovnany s analytickym feSenim, je uveden na
obr.3.6.

ﬁ Analytické feSeni
- — g_'—i
0884 ———— — —
= MKPD }
=
0,55 | |
S5t ——
~ | |
/ | | l
/ | | I
| |
I

N
Obr.3.6 Srovnani numerického a analytického reseni prutu - posuv
V uzlovych bodech se numerické vysledky shoduji s analytickymi, to v§ak neplati obecné - je

to disledek triviality ilustrativniho ptikladu. Obr.3.7 srovnava prabéh analytického
a numerického feSeni napéti, které je v souladu se vztahem (3.15) po prvcich konstantni.

0,50 > Analyticke feSeni
~ ~ < MKP
0.16-
~

I. N

Obr.3.7 Srovnani numerického a analytického Fesent prutu - napéti






4 Prutové prvky

Vsechny prutové prvky v této kapitole jsou formulovany jen v ramci ptredpoklad linearni
pruznosti a je proto tteba zv1ast peclivé hodnotit splnéni téchto predpokladl pii hodnoceni
vysledkl konkrétnich feSenych uloh. Zejména pruty namahané tlakovou osovou silou se
mohou snadno dostat mimo platnost linearni teorie (ztrata stability, vyboceni prutu). Linearni
vypocet v takovém piipad€ poskytuje bez varovani zcela zavadéjici vysledky a je pouze na
tesiteli, aby neadekvatnost linedrniho modelu v¢as rozpoznal a pouzil nékterou z metod
nelinearni analyzy. Totéz 1ze doporucit i v ptipadé jakychkoli pochybnosti, protoze Groviove
nadfazeny nelinearni model poskytne korektni (i kdyz zbytecné komplikované) feSeni i pro
linearni problém, obracené to samoziejme neplati.

4.1 Prut prenasejici pouze osové zatizeni

Nejjednodussi prvek dle odst.3.2 umoziuje fesit pouze geometricky jednorozmérné
problémy a jeho praktické vyuziti je tedy velmi omezené. Nicméné odvozené matice 1ze
snadno rozsifit i na pfipady, kdy osové namdhany prvek ma obecnou polohu v roving,
pfipadné v prostoru.

4.1.1 Osové zatiZeny prut ve 2D

Uvazujme prutovy prvek dle obr.4.1, jehoz lokalni soufadny systém s osou x ve stiednici
prutu je pooto€en o thel o vii¢i globalnimu souradnému systému x,, yg.

V2

Vi
Vg Uy
y
X
o X,
g
>

Obr.4.1 Transformace prvkovych matic pri pootoceni souradného systému



Oproti obr.3.4 byl nyni rozsifen pocet deformacnich parametri o posuvy v;, v, aby byl
umoznén obecny posuv uzlovych bodl v rovin€ xy. Vertikdlnim posuviim vSak neni pfifazena
7zadna tuhost (prvek ma nenulovou tuhost pouze ve sméru x), matice tuhosti v lokdlnim
soufadném systému je proto oproti (3.17) jen formaln¢ rozSifena o nulové fadky a sloupce:

1 0 -1 0
0 0 0 O
koS 4.1)
L|-10 0
0 0 0 O
Deformacni parametry vyjadiené v globalnim a lokalnim soutfadném systému se pfi jejich
vzajemném pootaceni transformuji podle zndmych vztahii
0=T.9, , (4.2)
kde
1/[1 ulg
v, Vig A0
0= , 6, = a T= : (4.3)
u, Uy, 0 A
v, Vag
Explicitni tvar transformac¢ni matice
cosa sina cos(xx cos(x
[ e _[eostoer) - costar,)| ws)
—sina cosa | |cos(yx,) cos(yy,)

kde cos(xx,) je cosinus thlu seviené¢ho pfisluSnymi osami. Protoze transformacni matice T je
ortogonalni, plati T"' = T" a pro prvkové matice zatizeni plati vztahy obdobné (4.2):

f=T.f, ,resp. f,=T" .f . 4.6
g p. Ig

Prvkovou matici tuhosti tuhosti v globalnim soufadném systému kg pak miizeme pomoci
zakladni rovnice MKP na prvkové urovni kg . 8, = f, vyjadrit s vyuZzitim pfedchozich vztahi
takto:

k. 8y=f,=T". f=T".k.6=T.k.T.d, . (4.7)

Srovnanim prvniho a posledniho vyrazu v rovnici (4.7) vidime vztah mezi matici tuhosti
v globalnich a lokalnich soufadnicich

ke =T.k.T . (4.8)

Transformace matice tuhosti mé vzdy tuto podobu, bez ohledu na typ prvku. Pii pouziti
nejjednodussiho prutového prvku ve 2D s prvkovou matici dle (4.1) je nutno postupné
vSechny prvkové matice tuhosti a zatizeni transformovat do téhoz globalniho soufadného
systému a teprve poté je mozno sestavit celkovou matici tuhosti dle odst.3.2.4.

Takto formulovany prvek je pouzitelny k feseni ptihradovych konstrukci v roving, ptipadné

k modelovani silového pfenosu prostfednictvim lan ¢i pruzin. V systému ANSYS nese tento
typ oznaceni LINK1, k jeho zadani jsou kromé poloh koncovych boda nutné dale hodnoty
plochy pti¢ného prifezu S a modulu pruznosti E. Ptiklad jednoduché tlohy, feSené za pomoci
uvedeného prvku, viz priklad 4.1.1.



4.1.2 Osové zatiZeny prut ve 3D

Prostorova varianta predchoziho prvku dle obr.4.2 se lisi pouze explicitnim tvarem
jednotlivych matic. Prvek ma Sest deformacnich parametri 6 = [u1 Vs WUy, Vyy W,y ]T a
matice tuhosti v lokdlnim soutfadném systému ma tvar

00 100
00 0 00

K B[ 0 00 0 00 “9)
L|-1 00 1 00
0 00 0 00
0 00 0 0 0 |

do globalniho systému ji miZzeme transformovat pomoci (4.8), kde transformacni matice

cos(xx,) cos(xy,) cos(xz,)

T:[:; ﬂ, A =|cos(yx,) cos(yy,) cos(yz,)|- (4.10)
cos(xz,) cos(yz,) cos(zz,)

Vi

ui
V2

A/f\A " "
z
X

Obr.4.2 Osove namahany prut v prostoru

Prostorovy prut pfenasejici osové namahani ma v systému ANSYS oznaceni LINKS, jeho
charakteristiky jsou shodné s prvkem LINKI. Piiklad 4.1.2 dokumentuje pouziti uvedeného
typu prvku.

4.2 Nosnikovy prvek

Nejjednodussi nosnikovy prvek, prenasejici pouze ohyb a posouvajici silu, musi z divodia
konvergence spliiovat na meziprvkovych hranicich spojitost prihybii i natoceni sttednice.
V kazdém z uzlovych bodi jsou tedy dva deformacni parametry, zajiSt'ujici tuto spojitost
mezi sousednimi prvky: prihyb w a natoceni ¢ , viz obr.4.3.



Qi 02

wi w2

Obr.4.3 Nosnikovy prvek

Nezavislou hledanou funkci posuvil je v tomto piipadé pruhyb w(x), aproximovany obdobné
jako v ptedchozim piipadé

w(x)=N.J (4.11)
kde matice deformacnich parametra & i matice bazovych funkci N maji ¢tyti prvky

3" = |wio, w0 |, N=| N Ny N3 Ny | (4.12)
Jednotlivé bazové funkce jsou polynomy 3.stupné, jejichz explicitni tvar v¢etné detailniho

odvozeni je bézné uvadeén v literatute [6] :

Ny =1-3/L0° +235°/1°

Ny =x-2x/L +x'/L° (4.13)
N; = 3x%/L7 - 2°/1°

Ny= -X/L +xX/1°

Energii napjatosti ohybaného nosniku mizeme vyjadfit vztahem

— 1 't 2
W= j Elw .’ dx, (4.14)

kde w,, = B.0 je kiivost nosniku, jejiz matice bazovych funkci je ziskana jako druha
derivace bazovych funkci prahybt (4.13). Dosazenim kiivosti do (4.14) dostaneme po upravé
explicitni tvar matice tuhosti nosnikového prvku

12 6L -12 6L

41> -6L 2L
k = ELZSI 1 ek (4.15)
Sym. 41’

kde 7 je kvadraticky moment priifezu nosniku, £ modul pruznosti a L délka prvku.

Takto formulovany prvek by sdm o sobé umozioval pouze feSeni pruhybu piimych nosnikl a
v komer¢nich systémech se proto vyskytuje v nejjednodussi podobé zpravidla v kombinaci
s prvkem dle odst.4.1.1 jako prvek pro feSeni rovinnych ramu.

4.3 Nosnik s vlivem smyku
U Stihlych prutd, splitujicich dostate¢né presné predpoklad rovinnosti pti¢nych fezi, je
natoceni piicné¢ho fezu dano prvni derivaci prihybové ¢ary ¢ = w . Jak je znamo, pro tlusté



pruty dochézi vlivem smykového napéti od posouvajicich sil k deplanaci pti¢ného prifezu a
jeho celkové efektivni natoceni je tieba vyjadtit jako [6]
P=Wxty, (4.16)

kde v je efektivni natoceni prifezu od posouvajicich sil. Tento ptispévek je nutno zahrnout do
celkové energie napjatosti, kterd je oproti (4.14) rozsifena

w =1jEJ¢,j dx + 1j@72 dx (4.17)
2L 2L ﬂ

B je parametr, zahrnujici vliv tvaru prufezu.

Nosnikovy prvek s vlivem smyku musi opét zachovavat spojitost priuhybt i natoceni

v koncovych bodech prostiednictvim ctyt deformacnich parametrti (obr.4.3). Na rozdil od
predchoziho ptipadu jsou nyni nezdvisle aproximovany posuvy a natoc¢eni pti¢ného fezu

w(x) = Nyw; + Now, (4.18)
@(x) = Nip; + Nag>

kde N;, N> jsou linearni bazové funkce dle (3.7). Vyjadienim y ze vztahu (4.16), dosazenim
do vyrazu pro energii napjatosti a naslednymi Gpravami dostaneme matici tuhosti, ve kter¢ je
mozno odd¢lit samostatné prispévky

kK = ky + ke , (4.19)

kde k;, je matice tuhosti v ohybu, ks matice tuhosti ve smyku.
Z uzivatelského hlediska vyZaduje zavedeni vlivu smyku rozsifit vstupni parametry, uvedené
v predchozich odstavcich, pouze o vliv tvaru prifezu  a smykovy modul pruznosti G.

4.4 Ramovy prvek v roviné

Kombinaci nosnikového prvku dle odst.4.2 a prutového prvku dle odst.4.1.1 ziskame prvek se
ttemi deformacnimi parametry v uzlu (obr.4.4)

Q1 Q2

ui U2

wi w2

Obr.4.4 Ramovy prvek v roviné

o' = | up, Wi, @1, Uz, W2, @2 | . (4.20)

Za ptedpokladu linearniho chovéni, kdy nedojde k ovlivnéni ohybové tuhosti osovymi silami,
plati princip superpozice. Ohybova a tahova slozka napjatosti jsou navzajem nezavislé a
matici tuhosti rimového prvku miizeme sestavit jednoduse sloucenim piislusnych matic
tuhosti dle odst.4.1.1 a 4.2



0 0 -T 0 0
D C 0 -D C
C 4 0 -C B

k= : 4.21)
-T 0 0 T 0 0
0 -D -C 0 D -C
O C B 0 -C A4

kde T=ES/L, A =4EI/L, B=_2EIL, C = 6El/L*, D= 12EI/L’.

Jak Ize snadno ovéfit, energie napjatosti, vyjadiena kvadratickou formou jako §'.k.8/2 bude

v takovém piipadé souctem dvou navzajem nezavislych ptispévki od osové a ohybové slozky
napjatosti. Prvek v uvedeném nejjednodussim tvaru umoziiuje linearni feSeni rovinnych
prutovych konstruketi, jejichz jednotlivé ¢leny prenaseji osové sily i ohybové momenty. Pii
jeho pouZziti je tfeba dbat na to, aby predpoklady linearity byly u feSené konstrukce skutecné
splnény, jak je uvedeno v tivodu kapitoly 4.

Vliv posouvajicich sil na deformaci je mozno i do ramového prvku zahrnout stejnym
zpusobem, jaky byl uveden v odst. 4.3. V systému ANSY'S ma tento prvek oznaceni BEAM3.
Zakladni charakteristiky prvku z uzivatelského hlediska jsou nésledujici:

Vstupni tdaje:

- modul pruznosti E, ptipadné i G (pfi zahrnuti posouvajicich sil),

- plocha pti€ného prirezu S, ptipadné i parametr vlivu tvaru prifezu 3 (pfi zahrnuti
posouvajicich sil),

- poloha uzlovych bodt, urcujicich délku prvku L a jeho polohu v globalnim soufadném
systému,

- kvadraticky moment prafezu k neutralni ose /,

- vzdalenosti krajnich vladken od neutrdlni osy priifezu.

Vystupni udaje:

- posuvy a natoceni uzlovych bodt,

- uzlové sily a momenty,

- napéti a pretvoreni od ohybové 1 osové slozky zatiZeni.

4.5 Prutv prostoru

Pfimy prut v prostoru, orientovany v soufadném systému dle obr.4.5 tak, Ze osy y, z jsou
hlavnimi centralnimi osami prufezu, ma Sest deformacnich parametrti v uzlu. Matice
deformacnich parametrii prvku ma celkem dvanact prvki:

0= ulavl:Wla(/)xla(oyla(ozlauzavzawza(pxza(/)yza(pzz]T . (4.22)
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Obr.4.5 Prostorovy prutovy prvek

Z nich jsou parametry u;, u; spojeny s osovym namdhanim prutu a ptislusi jim matice tuhosti
dle (3.17). Parametry v;, ¢.;, v2, ¢-> jsou svazany s ohybem kolem osy z, parametry w;, ¢,;,
w2, @y2 jsou svazany s ohybem kolem osy y, jejich matice tuhosti je sestavena podle (4.15)

s prisluSnym kvadratickym momentem priiezu L, resp. I, .

Zbyvajici parametry, ¢,;, ¢.2, odpovidaji krutovému namahani prutu a na zdkladé analogie
s tahem jim mtzeme pfifadit matici tuhosti

GI,[1 -1
k=" : (4.23)
L |-1 1

kde G je modul pruznosti ve smyku, /, polarni moment prafezu.

Celkovou matici tuhosti sloZime za pfedpokladu platnosti principu superpozice z dil¢ich matic
pro ohyb, tah a krut stejn¢ jako matici ramového prvku v odst. 4.4. Jeji dimenze je 12x12.
Obecny prutovy prvek v prostoru je schopen spravné modelovat kombinaci namahani krut,
ohyb i tah-tlak za ptfedpokladu, ze odezva na vnéjsi zatizeni je linearni. Pro kratké pruty je
op¢t mozno zahrnout 1 vliv posouvajicich sil na deformaci stfednice. V systému ANSY'S ma
tento prvek oznaceni BEAM4. Zakladni charakteristiky prvku z uzivatelského hlediska jsou
nasledujici:

Vstupni tdaje:

- moduly pruznosti E, G

- plocha pti€ného pritezu S, ptip.i parametr vlivu tvaru prifezu 3
- poloha uzlovych bodt, urcujicich délku prvku L a jeho polohu,
- kvadratické momenty prafezu [, I, 1,

- vzdalenosti krajnich vlaken od neutralnich os y, z.

Vystupni udaje:

- posuvy a natoceni uzlovych bodt,

- uzlové sily a momenty,

- napéti a pretvoreni od ohybové, krutové 1 osové slozky zatizeni.



5 Télesové prvky v roviné a prostoru

Jako télesové (téz masivni, anglicky ,,solid prvky) budeme oznacovat prvky, umoziujici
diskretizaci spojitého prostiedi, at jiz vulohdch rovinnych nebo prostorovych.
Nejjednodussim reprezentantem této kategorie ve 2D prostoru je trojuhelnikovy prvek
s linedrnimi bazovymi funkcemi (obr. 5.1) a jeho 3D varianta, ctyfuzlovy Ctyfstén. Dalsi typy
prvkl budou ukazany v SirSich souvislostech jako ¢lenové ,,rodiny* izoparametrickych prvk.

5.1 Linearni trojuhelnik
Rovinny trojuhelnikovy prvek dle obr. 5.1 (téz sténovy, membranovy) ma tii uzly ve
vrcholech se Sesti deforma¢nimi parametry.

V2

2 <

V3

V]

Obr.5.1 Linearni trojuhelnik

Automatické generatory sité¢ v preprocessorech kone¢noprvkovych systémt umozituji pomoci
trojuhelnikovych prvkl spojité pokryt jakoukoli tvarové nepravidelnou rovinnou oblast.
Hranice oblasti je po ¢astech aproximovana piimymi Useky. Ob& nezavislé slozky posuvi
vroving, u a v, jsou nad prvkem aproximovany stejnym typem polynomu. Ukazme proto
detailné pouze aproximaci slozky u. Zakladni tvar aproximacni funkce

uxy) =a;+a,.x+a;.y=G'a , (5.1)
kde matice G=[1,xy] udava tvar polynomu,
matice a=[ay;a,a; ]T neznamé koeficienty.

Jestlize zapiSeme vodorovné slozky posuvii ve vrcholech prvku do matice deformacnich
parametri oy,

T
Ow=[us uyusz] ,

mizeme je vyjadiit pomoci znamych soutfadnic vrcholl prvku, které jsou navzajem rtizné a
nelezi na jedné ptimce, jako

5.=S.a. (5.2)

S je matice, sestavend ze soufadnic vrcholl prvku



L x oy
S=|1 x, y,|

1 x;

Vyjadienim a z (5.2) a dosazenim do (5.1) dosdhneme obvyklého vyjadieni aproximované
funkce u v zavislosti na deformacnich parametrech ve vrcholech prvku

ux,y) = G186, =Nu.dy , (5.3)
N, :[Nl N, N3]

Kazda bazové funkce N, je linearni funkce nad trojihelnikem, kterd ma jednotkovou hodnotu
v i-tém vrcholu a nulové hodnoty ve zbyvajicich dvou vrcholech, jak je uvedeno na obr. 5.2.
Explicitni tvary bazovych funkeci trojuhelnika lze nalézt v [3], [4], [6].

Nafx.y) Nixy)

Obr.5.2 Bazové funkce trojuhelnikoveho prvku

Vzhledem k tomu, Ze sousedni prvky sdileji na spole¢né hranici kromé krajnich uzla i
odpovidajici deformacni parametry, je pii pouziti aproximace (5.3) pole posuvl spojité ve
funk¢nich hodnotadch a po castech linearni, jak je ziejmé z obr.5.3 (Funkce posuvi je na
obrazku kvili ndzornosti sklopena kolmo na rovinu xy).

Obr.5.3 Spojita, po castech linedrni aproximace posuvii nad trojuhelnikovymi prvky



Jak bylo jiz uvedeno, aproximace druhé slozky posuvil vje zpravidla stejného typu jako
slozky u, coz lze maticové zapsat jako

u
u =[ }:N.ﬁ , (5.4)
\%

kde

8 = [ ul; v[; uZ: VZ: u3; v3 ]T b
N N 0 N, O N, O
L0 N 0 N, 0 N
K sestaveni matice tuhosti musime nejprve vyjadfit napéti a pretvoreni prostiednictvim

nezavislé funkce posuvl. S vyuzitim geometrickych rovnic a konstitutivnich vztahd,
aplikovanych na rovinnou tlohu, ziskame slozky pietvofeni

e=L.N.6=B.% , (5.5)
kde € = [&x, &y, yxy]T je matice slozek pretvofent,
2
Ox
L= 0 68 matice diferencidlnich operatorti vztahii (2.2) a
y
o 0
| Oy Ox

B = L.N matice tvarovych funkci pfetvofeni, ziskand z bazovych funkci N;
parcialnimi derivacemi. Slozky napéti v roviné ¢ = [oy, Oy, Txy] ziskdme za predpokladu
platnosti Hookova zdkona

c=D.e=D.B.5 . (5.6)

Matice materidlovych konstant D mtize nabyvat rtiznych tvart [13] podle toho, zda feSime
ulohu rovinné napjatosti, rovinné deformace nebo ulohu rotacné¢ symetrickou. Vzhledem
k derivacim linearnich bazovych funkci ve vztahu (5.5) jsou pribéhy slozek pietvoreni, ale 1
nap¢ti po prveich konstantni, s nespojitostmi na hranicich mezi prvky, jak je patrné na
obr.5.4 (viz téz priklad 5.1.1). Tato skutecnost vede zpravidla v mistech s vysokymi gradienty
nap¢ti k odfezani Spickovych hodnot, dilezitych z hlediska posuzovani pevnosti a Zivotnosti
konstrukci. Méné zkuSeny uzivatel to muze snadno piehlédnout, protoze postprocessorem
graficky zpracované vysledky jsou obvykle ptedkladany ve druhotné vyhlazené podobé¢, ktera
nespojitosti v napétich stira. Proto je nutné v oblastech ocekdvanych koncentraci napéti
vyrazn¢ zjemnit sit’ prvkda.

Dosazenim o, € do vyrazu pro energii napjatosti vyjadiime matici tuhosti trojuhelnikového
prvku

k= ”BTDBtdxdy:BTDBtS : (5.7)
S

kde  je tloustka prvku, S plocha prvku.



Obr.5.4 Nespojity pribeh slozek napéti a pretvorent nad trojuhelnikovymi prvky

Lineadrni trojuhelnik je stdle velmi pouZivanym prvkem zejména pro svoji jednoduchost,
vzhledem ke konstantnim prib&htim napéti a pretvoreni vSak neni pfili§ piesny ve srovnani
s jinymi rovinnymi prvky stejné velikosti. Pro dosaZeni srovnatelnych vysledkli pomoci
trojuhelnikli je nutné pouzit vétsi hustotu sité. MenSi presnost se zejména projevuje
v oblastech s vyznamnou ohybovou napjatosti, jak ukazuje piiklad 5.1, pfiklad 5.3 nebo
s velkymi gradienty napéti — viz priklad 5.1.1.

V systétmu ANSYS je linearni trojuhelnik chépan jako tvarov€é degenerovand podoba
ctytrthelnikového prvku PLANE42, resp. PLANE182 (viz odst. 5.3.1.2 ). Timto zptisobem
jsou uzivatelé ANSYSU vybizeni k pfednostnimu vyuzivani vhodné;jSich prvki.

Jako vSechny rovinné prvky, je mozno i linearni trojuhelnik pouzit nejen pro geometricky
rovinné ulohy (rovinnd napjatost a deformace), ale i pro analyzu rotacné symetrickych
problému. Rovinna oblast, ktera je diskretizovana, je potom merididanovym (osovym) fezem
rotané symetrického télesa — podrobnéji viz piiklad 12.2, kde je takto feSeno pole teplotni
(viz kap.12) 1 napétové. Osou rotacni symetrie byva zpravidla soufadnicova osa y, nemusi to
vSak platit ve vSech systémech MKP. Posuvy jednotlivych bodl lezi v merididnové roving,
tenzory napéti a pretvoreni vSak maji i (vyznamné) slozky, lezici kolmo na tuto rovinu —
obvodova napéti a pretvoreni. Pravé na tyto slozky se Casto zapomina pii vyhodnocovani
vysledktl, coz miize mit fatalni disledky pro hodnoceni pevnosti rotaén¢ symetrickych téles,
reSenych MKP. Totéz ovSem plati 1 v piipad€ rovinné deformace ¢, = 0 s nenulovou slozkou
napéti ve sméru z. RovnéZz spravné zatfazeni rovinného piipadu (rovinnd napjatost nebo
deformace?) a odpovidajici volba pfi tvorbé vypoctového modelu MKP je zasadnim krokem,
na ktery se Casto zapomind. Nev&domky se pak feSi jina, v systému primarné nastavena
varianta rovinné ulohy, davajici pochopiteln¢ odlisné vysledky. Kupodivu i takové omyly
zlstavaji Casto neodhaleny, nebot’ neni vénovana dostate€na pozornost analyze ziskanych
vysledkd.

Proto doporucujeme: pted prvnim pouZzitim rovinnych prvka jakéhokoli typu prolistovat
znovu zakladni literaturu o rovinnych a rotacné symetrickych ulohach v pruznosti. Nevéfit
slepé pocitacové ziskanym vysledkim a provéfit jejich spolehlivost elementarnimi vztahy
pruznosti — sta¢i fddové odhady velikosti slozek napéti a posuvli a zejména provéfeni
nulovych slozek tenzorii napéti a pfetvoreni.




5.2 Prostorovy cCtyrstén (tetraedr)

Nejjednodussi prostorovy prvek — Ctyistén dle obr.5.7 — miizeme povazovat za piimocaré
rozsifeni rovinného linedrniho trojuhelnika do tfetiho rozméru. Tti slozky posuvil u, v, w jsou
aproximovany linearni funkci tfi prostorovych soutadnic, pro posuv u tedy plati

uxyz) =a;+a>. x+az.y +a;.z=G'a , (5.8)
kde G=[1Lxyz]" udava tvar polynomu,
a =[ay a, a; a4]T neznamé koeficienty.

Podobné jako u trojuhelnika zavedeme pro vodorovné slozky posuvi matici deformacnich
parametri oy,

T
Oy = [ Uy U us, u4] .

Analogicky ke vztahtim (5.2), (5.3) mizeme psat

o,=S.a, (5.9)
ux,y,z) = G1.S".8y = Nu.dy , (5.10)
kde matice S, Ny jsou oproti odst.5.1 rozsifeny
L x  y oz
I x z
S = S ’ N, :[Nl N, N, N4]
L oxy yy oz
1 x, vy, z,

Linearni bazové funkce N; maji stejné vlastnosti jako u trojuhelnika (jednotkova hodnota u i-
tého uzlu, nulova ve vSech ostatnich), jde tedy o prostorovou variantu obr.5.2.

Obr.5.7 Prostorovy Ctyrsten

Jelikoz jsou vSechny tfi slozky posuvll aproximovany stejnym typem polynomu, je posuv
prvku pln¢€ urcen dvanécti deformacnimi parametry



u=/v|=No, (5.11)

kde
& =[uy, vi, W, Uz, v, Wa, U3, V3, W3, Uy, Vi, We ',
N=[N,E, N,E, N,E N,E],

E je jednotkova matice dimenze 3x3.

Podobné¢ jako u trojuhelnika jsou odvozeny matice pietvoreni a napéti
e=LN.0=B. , (5.12)
c=D.e=D.B.b , (5.13)

_ T _ T
€= [&, €y, €2, Vxys Vyz Yx]'» ©=[0x Oy, Oz, Txy, Tyz, Tz -

Matice diferencidlnich operatori L ma tvar, odpovidajici geometrickym vztahlim (2.2)
v obecném prostorovém piipade

9 0 0
ox
0 9 0
oy
0 0 88
L= 1,
9 0
oy Ox
o ¢ 9
0z Oy
o 5 9
| Oz Ox |

Materidlova matice D zobecnéného Hookova zdkona dle (2.3) a (2.4) je bézné¢ uvadeéna
v ucebnicich a skriptech pruznosti [13]. Prvkova matice tuhosti

k :j”BTDBdeBTDBV , (5.14)

kde V je objem prvku. Stejné jako u linearniho trojihelnika plati, ze pribéhy slozek napéti a
ptetvoreni jsou po prvcich konstantni, s nespojitostmi na hranicich mezi prvky. Opét plati, ze
prvek neni pfili§ pfesny a k jeho pouzivani jsou vyhrady. V systému ANSYS lze tento prvek
pouzit pouze jako specialni degenerovany tvar Sestisténového prvku SOLIDA45, resp.
SOLID185 (odst. 5.3.1.3). Pfesto vSak existuje silny argument pro pouzivani Ctyisténu jako
tvaru, vhodného ke generovani komplikovanych prostorovych siti: Zadny jiny tvar neni totiz
pouzitelny k plné automatickému vykryti tvarové slozitych objemu téles, modelovanych ve
3D. Sit’ ze Sestisténll vyZaduje vzdy komplikovanou topologickou ptipravu a poskytuje jen
omezené moznosti lokalniho zhustovani. Rovnéz kombinace objemovych ctyisténovych a
Sestisténovych prvkd neni tak snadno generovatelnd jako kombinace troj- a ctyithelniki
v rovinné siti, ale vyzaduje specidlni prechodové oblasti. Proto jsou ¢tyistény jako zakladni



tvary prvkl prostorovych siti stale vyuzivany, doporuujeme vsak pouzit Ctyfstény s vyssimi
bazovymi funkcemi, které budou uvedeny dale (odst. 5.3.2.3).

5.3 Izoparametricka formulace prvku

Dosud uvedené typy prvki byly jednoduché z hlediska geometrického tvaru i bazovych
funkcei, které byly, s vyjimkou ohybanych nosnikl, linearni. Matice tuhosti i zatizeni u
takovych prvkll je mozno itegrovat analyticky. U komplikovanéjSich tvart prvka se
zakiivenymi hranami a vy$§imi stupni aproximacnich polynomt bazovych funkci je nutno
vyuzivat numerickou integraci prvkovych matic. Pfitom se s vyhodou pouZzije transformace
geometrie z kartézského systému soufadnic x, y na tzv. jednotkovy prvek v pfirozeném
souradném systému kfivocarych soufadnic {, 1 — pro rovinny osmiuzlovy ¢tyfuhelnik je to
naznaceno na obr.5.8.
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obr.5.8 Izoparametricky prvek v kartézském a prirozeném souradném systému

Jedna se o stejny postup, jako kdyz pfi integraci plochy kruhu ptejdeme z kartézskych do
polarnich soufadnic. Pii této transformaci se podstatné zjednodusi integraéni meze, je vsak
nutno definovat transformacni vztahy

x =x(¢ n), y=y(&n), (5.15)

mezi kartézskymi a pfirozenymi soufadnicemi. Matici tuhosti rovinného osmiuzlového
Ctyfuhelnika pak ziskame integraci vyrazu

1 1
k=[ [B"DB¢detd d¢dy | (5.16)

-1 -1

kde Jakobian transformace

ox Ox
y=| 95 On
Py
o¢ on

Bazové funkce pro popis posuvt jsou u takovych prvkd formulovany pifimo v pfirozeném
soufadném systému, pro libovolnou slozku posuvu pak plati v souladu s (5.3), (5.4)

u(é,ﬂ)=ZNi(§,f7)-ui V(é,n)=ZN,~(§,n).vi ; (5.17)

kde u;, v; jsou posuvy uzlovych bodi.



Ukézalo se, ze transformacni vztahy (5.15) je vhodné formulovat analogickym zptisobem:
8 8
x(¢m =Y N,(&m.x, &m=2N,&m.y, (5.18)
i=1 i=1

kde x;, y; jsou soutradnice uzlovych bodu. V ptipadé, ze plati
N,=N, , (5.19)

je geometrie prvku popsdna stejnym polynomem jako pole posuvi, se stejnym poctem
parametrt, odtud ndzev izoparametricky prvek. Vzhledem k dobrym numerickym vlastnostem
1 algoritmické kompaktnosti odpovidajicich programovych procedur jsou izoparametrické
prvky zakladem vSech komerc¢nich systémt MKP. Pfisné vzato jsou izoparametrickymi i
piedchozi typy linedrnich prvkl (trojihelnik v roving, Ctyfstén v prostoru), jelikoz jejich
geometrie je popsana stejnym poctem parametrii jako posuvy. Obvykle se v této souvislosti
ale oznacenti ,,izoparametricky‘ nepouziva.

Kromé izo- existuji téz prvky sub- nebo superparametrické, u kterych je geometrie popsana
méné nebo vice parametry ve srovnani s posuvy.

Vzhledem k tomu, Ze bazové funkce izoparametrickych prvkl jsou budovany systematicky na
zékladé nckolika malo zékladnich typl, je obvyklé je sdruzovat do ,rodin®, které
v nasledujicich odstavcich strucné popiSeme.

5.3.1 [Izoparametrické prvky s linedrnim zakladem bazové funkce

5.3.1.1 Linearni prutovy prvek

Zakladem vsech nasledujicich prvkid odstavece 5.3.1 jsou linearni bazové funkce prutového
prvku dle odst.3.2, které jsou pouze transformovany na jednotkovy prvek s nezéavislou
soufadnici { — viz obr.5.9

Ng:(l*C)/z, NQ:(I-FC)/Z (5.20)

Takto formulované bazové funkce jsou pouzity pro popis geometrie i posuvli piimych
prutovych prvka dle odst.4.1, v systému ANSYS oznacenych jako LINK1 a LINKS.
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Obr.5.9 Linearni bazova funkce na jednotkovém prutovéem prvku

5.3.1.2 Bilinearni ctyruhelnik

Rovinny ¢tytuhelnik s osmi deforma¢nimi parametry ve vrcholech umoziuje feSeni rovinych
a rotaéné symetrickych problémi pruznosti, podobné jako linearni trojuhelnik odst.5.1. Ctyfi
zékladni bazové funkce, priskusejici jednotlivym vrcholim, jsou odvozeny jako soucin
odpovidajicich prutovych bazovych funkci v proménnych C a n. Jestlize zvolime cislovani
vrcholl prvku dle obr.5.10, potom jednotlivé bazové funkce budou popsany polynomy



Ni=Ng.Ny=(1-0.(1-n)/4
No=Ng . Ny=(1+0.(1-n)/4 (5.21)
N3=Ng.Np=(1+0.(1+n)/4
No=Ng . Nep=(1-0.(1+n)/4

Je ztejmé, ze se nejednd o linearni funkce jako u trojuhelnika, nebot’ vyrazy obsahuji
kvadraticky ¢len - souin {n. Vzhledem ke zplsobu vzniku (soucin dvou linearnich
polynomtl) se pro né vzilo oznaceni bilinearni. Grafické znazornéni jedné =z
bilinearnich bazovych funkci je na obr.5.11.a.
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Obr.5.10 Bilinearni ctyruhelnik v kartézskem a prirozeném s.s.
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Obr.5.11 Bazové funkce rovinného ctyruhelnika:
a) bilinearni funkce N;
b) dopliikova (nekompatibilni) funkce N
¢) doplnkova (nekompatibilni) funkce Ny

Bilinearni bazové funkce N; — Ny na Ctyithelniku poskytuji pfi stejné hustoté sité lepsi
vysledky, nez trojuhelnik dle odst.5.1, pfesto vSak je prvek v mnoha situacich pfili§ tuhy. Ve
snaze zlepSit jeho vlastnosti jsou casto zdkladni bazové funkce rozsifovany o dalsi,
doplitkové funkce (anglicky ,.extra shapes®). Na obr.5.11.b,c jsou uvedeny dvé doplikové
funkce

NCex =1- Cz D Nnex: 1 _nZ ) (522)

které patii ke standardnimu vybaveni rovinného ctytthelnikového prvku PLANE42, resp.
PLANEI182 syst¢ému ANSYS. Na rozdil od ¢tyfech zékladnich nejsou dopliikové funkce



spojeny piimo s zadnym uzlovym deformacnim parametrem a dokonce porusuji spojitost
posuvl na hranici mezi prvky. Takové bazové funkce a ptislusné prvky se oznacuji jako
nekompatibilni a zminime se o nich pozdé&ji v souvislosti s konvergenci MKP. Jak je vidét v
Prikladu 5.2, Prikladu 5.3. a Prikladu 5.2.2 zlepSuji dopliikové funkce velmi vyznamné
vlastnosti rovinného Ctyithelnika viaci standardnimu Ctyithelniku a zejména vuci
trojuhelniku.

5.3.1.3 Osmiuzlovy prostorovy Sestisten (hexaedr) a odvozené linearni prvky

Osm zakladnich bazovych funkci prvku dle obr.5.13a je vytvofeno systematicky vzajemnym
nasobenim linedrnich bazovych funkci proménnych , n a & obdobné jako u rovinného
ctytuhelnika:

Ny =Ng . Ny . Nep=(1-0.(1-1)(1-8)/8

N2=Ng . Ny . Ne=(1+0.(1-n)(1-8)/8

N3=No.Np . Ney=(1+0).(1+1).(1-&)/8

Ny=Ny . Nyp Ny = (1-0).(1+1)(1-8)/ 8 (5.23)
Ns=N¢ . Ny .Nop=(1-0.(1-1)(1+&)/8

Ne=Ng . Ny . No=(1+0).(1-1)(1+&)/8

N7=No.Np . No=(1+0.(1+1).(1+&)/8

Ns=Ng . Ny . Neo=(1-0).(1+1).(1+&)/8

Podobné jako u rovinného Ctyiuhelnika, i v pfipadé Sestisténu byvaji tyto zékladni bazové
funkce dopliiovany tfemi nekompatibilnimi funkcemi, které vyrazné zlepSuji vlastnosti prvku:

Neex= 1=, Npx=1-1", Negx=1-8 . (5.24)

Kromé zékladniho tvaru Sestisténu lze postupnym vypousténim vrchold, hran a ploch obdrzet
fadu dalSich odvozenych tvart, u nichz jsou odpovidajicim zptisobem upraveny i zakladni
bazové funkce. Vybér nejuzivanéjsich je na obr.5.13. Nekteré systémy je uvadéji v knihoné
prvki jako samostatné polozky, systém ANSYS je vSechny poklada za degenerované varianty
zakladniho tvaru — Sestisténu s oznacenim SOLIDA45, resp. SOLID185. U téchto tvarti, pokud
neuvazujeme doplnkové bazové funkce (5.24), je vzdy zarucena spojitost posuvl na styku
mezi prvky, pokud tyto na sebe ptiléhaji odpovidajicimi plochami — tj. trojuhelnikovou sténou
na trojuhelnik, resp. ¢tyfihelnik na ¢tyfuhelnik.

LDA) P

x a) b)

Obr.5.13 Osmiuzlovy Sestistén a jeho tvarové degenerované podoby



Tvar a) obr.5.13 se pouzivd k vytvarfeni tzv. ,mapovanych siti (mapped meshing), kdy
uzivatel musi zpravidla pfedem sam rozhodnout, jak rozdélit feSenou oblast na suboblasti,
které topologicky vyhovuji pro rozdéleni na ,krychlicky®, jeZ na sebe uvniti suboblasti i na
jejich hranicich budou spravné navazovat — sténa na sténu, hrana na hranu. To mize byt velmi
obtizné, zvlasté pii pozadavku na lokalni zhusténi sit€. Odménou za zvySenou namahu pii
pripravé mapované sit¢ je podstatné mensi pocet vygenerovanych prvka a uzll a tedy nizsi
vypoctové Casy a pamét'ové pozadavky, neZ pii pouZiti automatického generovani Ctytsténu.
Tvar d) je vyuzivéan pii plné automatickém generovani sité (free meshing), kdy uzivatel zada
jen zakladni pozadavky na typickou velikost prvku, pfipadné na oblasti zhusSténi sité, a vSe
ostatni pfenecha preprocessoru. Pro uzivatele je to zpravidla vzdy jednodussi postup. Korektni
piimé spojeni sité, vytvoiené castecné ze Sesti- a ¢asteCné ze Ctyfsténl, neni mozné. Pokud se
to presto jevi jako zaddouci, je mozno vyuzit pfechodovych oblasti, vytvorenych z pétisténti b)
nebo ¢) na obr.5.13. To je hlavni praktické vyuziti uvedenych prvki, protoze samostatné sité,
vytvarené jen z téchto typi, se prakticky nevyuzivaji. Pro vytvofeni zminénych ptfechodovych
oblasti nabizeji preprocessory komercnich systémi dnes specidlni zjednoduSené postupy a
prostiedky.

5.3.2 Izoparametrické prvky s kvadratickym zakladem bazové funkce

Charakteristickym rysem této skupiny prvkil jsou uzly na hranach, nejen ve vrcholech.
Geometrie i posuvy podél hrany jsou popsany kvadratickym polynomem, coz umoziuje 1épe
aproximovat zakfivené hrany a povrchy diskretizovanych téles.

5.3.2.1 Kvadraticky prutovy prvek

Graficky je pruabéh bazovych funkci tfiuzlového prutového prvku (5.25) uveden na obr.5.14.
Stejné¢ jako v linearnim piipad¢, kazda z funkci pfislusi jednomu uzlu, v némz nabyva
jednotkové hodnoty, ve zbyvajicich dvou uzlech je nulova.

Nu=¢.(¢-1)/2,
No=(1+¢)(1-¢), (5.25)
Na=0.(1+¢)/2 .
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Obr.5.14 Kvadraticky prutovy prvek a jeho bazové funkce



5.3.2.2 Rovinné kvadratické prvky

Systematické rozvijeni rodiny kvadratickych prvki, analogicky k linearnimu ptipadu, vede jiz
v rovinném piipad¢ na prvky s vnitinimi uzlovymi body — viz devitiuzlovy ctyttihelnik dle
obr.5.15a. Jeho bazové funkce lze ziskat soucinem vyrazi (5.25) ve dvou proménnych:

N1 = 2Nc1 '2NT115 Nz = 2NQ2 ‘2NT]1’ N3 = 2Nc3 '2NT115
Ny="Ni Ny, Ns=>Ni3 Ny, Ng=>Np. N, (5.26)
N7 = 2Nc1 '2NT135 Ng = 2Ngl ‘2NT]2’ N9 = 2Nc2 '2NT125

Obr.5.15 Rovinné prvky, postavené na kvadratickych bazovych funkcich:
a) devitiuzlovy ctyruhelnik
b) osmiuzlovy ctyruhelnik
c) Sestiuzlovy trojuhelnik

Vnitini uzlové body obvykle nepiinaseji z hlediska vlastnosti prvku velky uzitek a jsou proto
Casto vypustény, coZz vede na vyuZzivani velmi popularniho osmiuzlového izoparametrického
ctyfuhelnika dle obr.5.15b. Vypusténi devatého uzlu vyzaduje i obménu bazovych funkci
(5.26), jejich konkrétni tvary jsou bézn€ uvadeény v literatuie [4]-[8]. V systému ANSYS ma
usmiuzlovy ¢tyfuhelnik oznaceni PLANES?2, resp. PLANE183 s nim kompatibilni Sestiuzlovy
trojuhelnik dle obr.5.15¢ je opét povaZovan za jeho degenerovanou podobu a nese tedy stejné
oznaceni. Na rozdil od linearnich prvki nejsou zakladni bazové funkce u kvadratickych prvki
Jiz dopliovany zadnymi piidavnymi bazovymi funkcemi, jedna se tedy o navzdjem plné
kompatibilni prvky.

5.3.2.3 Prostorové kvadratické prvky

Pti prechodu do prostoru dochdzi vzdy k vypousténi vnitfnich sténovych a télesovych uzla,
Sestisténova podoba kvadratického prvku mé tedy 20 uzlovych bodt — 8 ve vrcholech a 12 na
hranach — viz obr.5.16a. Pfi tftech deformacnich parametrech v uzlu to predstavuje celkem 60
parametrl na jednom prvku, odpovidajici dimenze matice tuhosti prvku je tedy 60x60 a prvek
piedstavuje ve srovnani s linearni variantou — pii srovnatelné hustoté sit€¢ — podstatné veEtsi
naroky na kapacitu hardwaru.
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Obr.5.16 Dvacetiuzlovy Sestistén a jeho tvarove degenerované podoby

V systému ANSYS ma prvek oznaceni SOLID9S, resp. SOLID186, pod stejnym oznacenim
jsou rovnéz zahrnuty i degenerované tvary dle obr. 5.16b-d. Stejné jako u linearnich prvk,
tvary Sestisténu jsou vytvareny jako tzv. ,mapovand“ sit’, zatimco Ctyfstény generuje plné
automaticky proces. Rovnéz o vzajemné kompatibilité jednotlivych tvari na obr.5.16 a o
ptechodovych oblastech sité plati totéz, co v odst.5.3.1.3.

5.3.3 Numericka integrace prvkovych matic

Na rozdil od nejjednodussich typt prvki, jako je linedrni trojuhelnik nebo Ctyfstén, neni
mozné u mnoha komplikovangjsich izoparametrickych prvki analyticky integrovat prvkové
matice tuhosti (5.16), pfipadné matice zatizeni. Je nutno postupovat numericky, pficemz se
prakticky vyhradné pouziva Gaussovy integrace. Pii nejjednodussi aproximaci integralu na
jednotkovém prvku dle obr.5.9 mizeme vycislit integrovanou funkci @ uprostifed prvku a
nasobit tuto hodnotu délkou intervalu

1

j D)dE = 2.0 =0) . (5.27)
-1
Tato aproximace bude ptfesnou hodnotou integralu v piipadé, Ze integrovana funkce je
linearni. Zobecnéni této myslenky vede na formuli

1 n
[ ©)d¢ =Y wa), (5.28)
3 i=1

kde n je pocet tzv. Gaussovych integrac¢nich bodd, v nichz vycislujeme integrovanou funkci.
Cislo n je rovnéz oznadovano jako ¥ad Gaussovy integrace. Poloha integracnich bodii §; je
Gaussovou metodou stanovena tak, aby bylo dosazeno nejvyssi presnosti integrace: pii
pouziti fadu integrace n je mozno piesné integrovat polynomy do stupné (2n — ). Kazdému
Gaussovu bodu prislusi jista vaha w;. Soufadnice i vahy integracnich bodl na jednotkovém
prvku v itervalu —1 < < +1 jsou uvedeny v tab.5.4. Je vidét, Ze jsou symetricky rozmistény
vzhledem ke stifedu jednotkového prvku.



rad integrace n souradnice (; vaha w;
1 0,000 2,000
2 +0,577 1,000
3 +0,774 0,555
0,000 0,889
4 +0,861 0,348
+0,340 0,652

Tab.5.4 Souradnice a vahy integracnich bodii pri Gaussove integraci

Aplikujme nyni Gaussovu integraci na vycisleni matice tuhosti rovinného prvku dle vztahu
(5.16) — funkci @ tedy nahradime sou¢inem matic B, D

1 1 n n
k= j j B'DB ¢ detJ ddnp=> > wwB"((,,n,)DB(,,n,)detd (5.29)

-1 - =l j=1

V zavislosti na zvoleném fadu integrace bude nutno vSechny matice vycislovat v jednom, ve
ctyfech nebo v deviti integranich bodech, jejichZz umisténi je naznaceno na obr. 5.17.
Predpokladame pritom, ze v obou smérech soufadnicovych os je pouzito stejného tfadu
integrace, coZ je obvykla praxe.
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Obr.5.17 Umisténi Gaussovych bodit na jednotkovém rovinném prvku

Z uvedeného je patrné, Ze pii zvySovani fadu integrace se zpiesiiuje aproximace
integrovanych vyraz, zaroven vSak nartstda mnozstvi operaci pfi sestaveni prvkovych matic
tuhosti a zatizeni, nebot’ vSechny prvkové matice jsou vycislovany v mnohem vétSim poctu
bodii. Zvlasteé pro prostorové prvky je tento nariist velmi citelny — viz tab.5.5. Konkrétni volba
fadu integrace je tedy kompromisem mezi pozadavkem piesnosti a rychlosti vypoctu. Ve
standardnich aplikacich je zpravidla v komer¢nich systémech pro uzivatele ke kazdému typu
prvku nastaven optimalni integracni fad, fada systémi vSak umoZzuje jeho modifikaci, zvlasté
pii feSeni netypickych problému. Na zavér piipomenme, ze prili§ nizky tad integrace muize
vést az k singularni matici tuhosti celého modelu, a tedy ke zhrouceni vypoctu. Nékdy se
naopak nizkého fadu integrace — takzvané redukované integrace — vyuzivd zamérné




k selektivni integraci jen nckterych slozek tenzoru napéti/ptetvoreni. To je vSak specidlni
problematika, ptesahujici napli a cile tohoto textu.

fad integrace n pocet integracnich bodi podle dimenze prvku
1D 2D 3D
1 1 1 1
2 2 4 8
3 3 9 27
4 4 16 64

Tab.5.5 Pocet integracnich bodii p7i vycisleni prvkovych matic v zavislosti na dimenzi ulohy a
Fadu integrace

5.3.4 Tvar prvku a jeho presnost

Izoparametrickd formulace umoziuje vyuzivat rGzné deformované tvary zakladnich typi
prvki, jak je uvedeno na obr.5.13 — 5.16. Je vSak nutno pocitat stim, Ze u piili§
deformovaného tvaru dostdvame Spatné podminéné prvkové matice, coz mize vést k lokdlnim
chybdm zejména ve slozkach napéti. Idealnim tvarem je z tohoto hlediska v prostoru krychle,
v rovin¢ pak ¢tverec, ptipadné rovnostranny trojahelnik.

Pfi automatickém generovani volnych siti je piiblizeni prvka k idedlnimu tvaru hodnoceno
prostiednictvim velikosti vnitinich uhla, které sviraji strany, resp. stény prvkia. V zadném
ptipadé by velikosti téchto tihli nemély piekrocit 180°, ptipadné klesnout pod 0° (zaporna
plocha prvku). V komercnich systémech byvaji ovSem tyto hranice nastaveny piisnéji a
uzivatel dostava obvykle varovna hlaSeni jiz u prvkd, jejichZ vnitini thly vybocuji z intervalu
45-135°. Podle souvislosti (misto vyskytu deformovanych prvki, kapacitni moznosti vypoctu)
je pak mozno navrzenou sit’ bud’ pfepracovat, nebo pouzit s vyhradami, zejména s opatrnym
piistupem k hodnoceni napéti v inkriminovanych oblastech.

Spatné podminénosti prvkovych matic Ize u prvkd s uzly na hrandch dosdhnout i tim, Ze
hranovy uzel bude lokalizovan mimo stfedni tfetinu délky hrany. Tato chyba je vSak dnes
nepravdépodobnd, nebot’ generdtory siti tyto uzly umist'uji automaticky uprostied hrany a
uzivatel do tohoto procesu prakticky nezasahuje. Pouze u specialnich typt trhlinovych prvka
je pravé posunu stfedového uzlu zdmérné vyuzito tak, aby vznikla lokalni singularita napéti,
odpovidajici kofeni trhliny podle teorie linearni lomové mechaniky [6].

5.3.5 Diskretizace spojitého silového zatiZeni

V odst.3.2.3 jsme ukazali na piikladu prutového prvku explicitni tvar matice zatizeni od
objemovych sil, véetné fyzikalni interpretace: prvky matice zatizeni predstavuji diskrétni
uzlové sily, jejichz soucet je roven vyslednici ptivodniho spojitého zatizeni. To plati jak pro
spojité objemové zatizeni, tak pro ploSné¢ povrchové zatizeni télesa. VSechna vnéjsi silova
zatiZzeni na spojitém modelu lze tedy po diskretizaci pomoci MKP interpretovat jako soustavu
sil, pasobicich vuzlech sité¢. Pfechod od spojitého k diskrétnimu vyjadieni ziskame
dosazenim koec¢noprvkové aproximace posuvil ve vyrazech pro potencidl vnéjsiho zatizeni
(3.3). Protoze v pruznosti je obvyklé pracovat s osamélymi zaté¢zujicimi silami i v souvislosti
se spojitym modelem téles, byva funkciondl dle (3.3) rozsifen o ¢len, vyjadiujici potencial
osamg¢lé sily pti premisténi jejiho plisobiste:

P=juf.o.dV +juT.p.dS+zu,..E (5.30)
Q r i

P

Po dosazeni aproximace posuvi (3.6) a integraci ptes objem, resp. povrch jednotlivych prvk,
muzeme piispevky jednotlivych zatizeni vyjadrit sou¢tem linearnich forem




P=5"f,+5"f,+5"1, (5.31)

kde vystupuji prvkové matice objemového, plosného a osamélého silového zatiZeni f, f; a fr.
Po sestaveni globalnich matic souctem ptispévki od jednotlivych prvka (viz odst.3.2.4)
muzeme i celkovou matici zatizeni povazovat za slozenou z ptispévkid od objemového,
povrchového plosného a osamélého zatizeni

F=F,+F,+Fp. (5.32)

Je ptitom obvyklé sit’ konecnych prvkl navrhovat tak, aby ptipadné osamélé sily ptsobily
pravé v uzlovych bodech. Cely proces piechodu od spojitého k diskrétnimu modelu zatizeni
1ze graficky znézornit takto:

A

po diskretizaci :

f fwu\zf’”

Obr.5.18 Znazorneéni prechodu ze spojitého na diskrétni zatizeni

Vzhledem k tomu, Ze se vSechny zatéZujici u€inky nakonec realizuji vzdy jako soustava sil
v uzlech sité, nabizi se otdzka, zda neni vhodné&jsi pii tvorbé modelu sily rovnou do uzla
zadavat a nepiedepisovat viibec spojitd zatizeni. To je samoziejm¢ mozné, neni to vSak
v mnoha piipadech vyhodné. Ukazme tuto skuteCnost zvlast na prvcich s linedrnimi a
kvadratickymi bazovymi funkcemi.

5.3.5.1 Diskretizace zatiZeni na linearnich prvcich

Vycislenim explicitnich tvard matic f, a f, na linearnich prvcich lze ukazat, ze celkova
zatézujici sila se rozklddd rovnomérné¢ do vSech uzld. Je-li tedy naptiklad povrch
S osmiuzlového Sestisténu zatizen konstantnim tlakem p, pak v ptislusnych uzlech zatizené¢ho
povrchu ptsobi uzlové sily o velikosti p.S/4 — viz obr.5.19. Podobné konstantni objemové
zatizeni o velikosti o generuje na prvku o objemu V' ve vSech uzlech stejné uzlové sily o
velikosti 0.V/8. Na pravidelné siti stejnych prvkd s konstantnim zatizenim bychom tedy
ekvivalentni uzlové zatizeni snadno dokazali zadat sami pifimo do uzld. Jiz v pfipadé
nerovnomérné sit¢ a nekonstantniho zatizeni je to vSak pfili§ pracné a automatické vytvoreni
matice zatizeni ze spojité rozlozenych sil je jedinym schiidnym feSenim.



5.3.5.2 Diskretizace zatiZeni na kvadratickych prvcich

Jeste slozit€jsi situace nastava u prvka s nelinearni bazovou funkci. Vzhledem k rozdilné
hodnoté integralu jednotlivych bazovych funkci dle obr.5.14. nad prvkem dochazi k tomu, ze
pri integraci vyrazi 5.30. maji koncové a stfedové uzly stran navzajem rtzné vahy. Pokud
jako ilustraci pouzijeme dvacetiuzlovy Sestistén, zatizeny stejné jako v predchozim odstavci
ploSnym povrchovym zatizenim p na strané o plose S, pak konzistentni uzlové sily maji
v rozich dokonce opacnou orientaci, 1 kdyZ celkovy soucet vSech uzlovych ptispévki dava p.S
— viz obr.5.19. Obracené: pokud bychom tedy u kvadratickych prvkt zadali konstantni sily do
vSech uzld, pfedstavuje to u odpovidajictho kontinualniho modelu proménlivé, nikoli
konstantni spojité zatizeni.

L Q €Q
° °
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° ° ° ° o
P=F/4 O=F/3
R=F/I2

Obr.5.19 Diskretizace konstantniho ploSného zatizeni na linedrnim a kvadratickém prvku

5.3.6 Srovndni zdakladnich typit prostorovych prvki

O vhodnosti pouziti jednotlivych prostorovych prvki se v literatufe vedou spory, které budou
stézi kdy jednoznaéné rozhodnuty. Pouziti Sesti- nebo Ctyfsténu, linedrniho ¢i kvadratického
prvku predstavuje dilema, feSitelné vzdy jen s ohledem na konkrétni podminky: sloZitost
modelu, dostupny hardware a software, pomér ceny lidské a strojové prace, podstatné mohou
byt 1 mistni pracovni zvyklosti, pozadavky zadavatele vypoctu a dalsi vlivy. Obecné plati, ze
vys$$i kvalita kvadratickych prvki z hlediska aproximace hledanych funkci se dd nahradit
pouzitim vétSiho mnozstvi prvkia s linearnimi bazovymi funkcemi. Na konkrétnim ptikladu
5.3 je dokumentovano srovnani pfesnosti jednotlivych typti prostorovych prvkl, pokud
pouzijeme sit’ se srovnatelnou délkou hrany prvku pro vSechny typy.



6 Desky, sténodesky a skorepiny

Vsechny déle uvadéné tenkosténné konecné prvky umoziuji vytvoreni sit¢ MKP na
sttednicové ploSe analyzovaného tenkosténného télesa, tlouStku prvku je pak nutno zadat jako
jednu ze zékladnich charakteristickych velicin prvku. Napjatost a deformace na prvku je

v souladu s pfijatou pracovni hypotézou pro tenkosténna télesa — typickym disledkem je tedy
nulové napéti ve sméru normdly prvku a linearni prubéh zbyvajicich slozek napéti po
tloustce. To je tfeba mit na paméti zvlasté pii vyhodnocovani vysledkt: nechame-li naptiklad
vykreslit maximalni hlavni napéti na povrchu sténodesky, vykresli se pouze na jediném,

v dané chvili zvoleném povrchu ze dvou moznych. Ptitom druhy povrch miize byt z hlediska
dosazenych napéti kritictéjsi. Je proto tfeba disledné kontrolovat oba povrchy, jinak je mozno
snadno prehlédnout nebezpecné misto konstrukce.

Dalsim spolecnym typickym rysem tenkosténnych prvki je pfitomnost deformacnich
parametrl typu natoceni (rotace) v uzlu vedle deformacénich parametrt typu posuvu, které
jsme poznali v ptedchozich kapitolach. To je tfeba respektovat pti zadadvani okrajovych
podminek: v misté vetknuti nestaci zadat nulové posuvy, ale i pfislusna natoceni. Rovnéz pfi
spojovani télesovych a tenkosténnych prvki je nutno nulové relativni natoceni obou ¢asti vici
sob& zadavat pomoci riznych ,,trik(* — pfeplatovanim, uzitim specidlnich ptfechodovych
prvkil nebo télesovych prvkl s rotacnimi stupni volnosti (obr.6.1). U vSech téchto metod Ize
zpravidla dosahnout dobrého souladu mezi tuhosti vypoctového modelu a redlného télesa,
nelze je vSak pouzit pro analyzu napjatosti dané¢ho tvarového detailu. Pokud tedy v misté
pfechodu masivni do tenkosténné ¢asti konstrukce potiebujeme hodnotit napjatost, je tfeba
celou oblast modelovat s vyuzitim dostatecné jemné sité télesovych 3D prvk.

N
a) \ b)
def.parametry: 2 def.parametry:
UV, W, @y, @y, @ UV, W, @y, @y, @
def.parametry: def.parametry:
u,v,w u,v,w, @x, @y, @:

Obr.6.1 Spojeni masivnich a tenkostennych prvku pri a) rozdilnych, b) stejnych deformacnich
parametrech v uzlu

6.1 Deskovy prvek

Prvek pro feseni tenkych desek bez vlivu posouvajicich sil ma fadu analogii s nosnikovym
prvkem dle odst. 4.2. Z diivodil konvergence je nutno zajistit kromé spojitosti prihybt 1

meziprvkovou spojitost natoceni stfednice, a to alespon v uzlovych bodech. Nejbéznéjsi
ctyfuhelnikovy prvek s uzly ve vrcholech ma pak celkem 12 deformacnich parametrt,



v kazdém uzlu je to prihyb w a natoeni ¢., ¢, — viz obr.6.2. Plati pfitom vztahy teorie
tenkych desek ¢. =w,; ¢, =w, (symboly w,, w, znaci parcialni derivaci prithybu podle
odpovidajici soutadnice x,y).

Py

§0x w

Obr.6.2 Ctyruzlovy deskovy prvek se dvandcti deformacnimi parametry

Neznama funkce prithybu je aproximovana obvyklym zpiisobem

w(x,y)=N.0, (6.1)

o' = |W1, Ox1, Pyl, W2, Px2, -..... > Pxd, Pya |, N= | N; N2 N3 ... Ni2 | (6.2)

kde Nj - Nj2 jsou netplné polynomy 4.stupné v proménych x, y. Slozky kiivosti, ziskané
druhou derivaci prihybu, jsou uspotadany v matici k = | Wix Wy 2Wy | ,

k=B.5 , (6.3)

matice B je podobné jako v ptipadé ohybaného nosniku odvozena z N dvoji parcialni derivaci.
Energie napjatosti ohybané desky je

_1 T
W_zjij D kdxdy , (6.4)
1 0
Et’ “
kde Dm :12172/1 0
=490 0 a-w2

je matice ohybové tuhosti desky z izotropniho Hookeovského materialu. Dosazenim (6.3) do
(6.4) ziskdme vyraz pro energii napjatosti ve tvaru

W= ;&Tkmﬁ , (6.5)

kde matice tuhosti ¢tyifthelnikového deskového prvku

k, =[[B"D,B dxdy. (6.6)
S



Takto formulovany prvek je schopen pfenaset pouze ohybové naméhani a z uzivatelského
hlediska je charakterizovan nasledujicimi parametry:

Vstupni udaje:
- geometrie: poloha uzlovych bodu, tloustka
- materidlové parametry

Vystupni tdaje:

- pruhyby a natoceni stiednicové roviny prvku

- slozky napéti a ptetvofeni na hornim (spodnim) povrchu desky
- liniové ohybové a kroutici momenty

6.2 Deskovy prvek s vlivem smyku

Vliv smyku u deskového prvku, vyznamny v pripad¢ tlustych desek, je zaveden obdobné jako
u nosniku (odst. 4.3). Celkové natoceni piicného fezu kolem osy y, x je ovlivnéno
prispévkem od posouvajicich sil

Ox=WxtT7Vvx; Oy=Wytvyy. (6.7)

Rovnéz celkova energie napjatosti musi byt rozsifena o energii smykové napjatosti

W= ;”(KTDmK+yTDty)dxdy , (6.8)
N

kde matice Dy, , D¢ pfedstavuji ohybovou, resp. smykovou tuhost desky a

' =] oo ontos . v =nnl. (6.9)

Neznamé deformacni parametry w, ¢., ¢, jsou stejné jako v pfipadé¢ tenké desky dle obr.6.2.
Vzhledem k vyjadieni energie napjatosti, v némz se vSechny uvedené veli¢iny vyskytuji
maximalné v prvni derivaci, snizuje se oproti tenkym deskam pozadavek meziprvkové
spojitosti. VSechny uvedené veli¢iny je proto mozno nad prvkem aproximovat nezavisle
bilinedrnimi bazovymi funkcemi, splitujicimi pouze meziprvkovou spojitost funkénich hodnot
aproximovanych veli¢in, podobné jako u sténového prvku dle obr.5.11a:

4 4 4
w=Y Nw,, 0.=> No,, 9, =Y No, . (6.10)
i i=1 i=1

Zahrnuti vlivu smyku vyse uvedenym zpisobem tak vede na jednodussi formulaci plné
kompatibilniho prvku, nez je tomu u tenkych desek. U tohoto prvku se vSak mohou objevit
problémy se ,,smykovym zablokovanim* — nadhodnocenim smykové tuhosti u desek malych
tloustek, které se obvykle odstranuji redukovanou integraci smykové slozky tuhosti vysledné
matice k. Podrobné pojednani o této problematice je mozno najit ve [4], [6].

6.3 Sténodeskovy prvek

Ctyiahelnikovy sténodeskovy prvek kombinuje vlastnosti odpovidajiciho sténového a
deskového prvku, jak je schematicky naznaceno na obr.6.3. Vyslednou matici tuhosti je
mozno ziskat z obou ptedchozich stejnym postupem jako u rdimového prvku v odst.4.4.
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Obr.6.3 Stenodeskovy prvek jako kombinace stény a desky

Jestlize osm deformacnich parametrii sténového prvku 8 dle obr.5.10 a dvanact parametr
deskového prvku 64 dle (6.2) sdruzime do jediné matice deformacénich parametrii

0= 0, (6.11)
= 5, _
pak obdobnym zplisobem ziskdme i vyslednou matici tuhosti sténodeskového prvku
k,= k.0 (6.12)
0 Kk, '

kde ks, kq jsou dil¢i matice tuhosti samostatnych sténovych a deskovych prvki. Deskova
slozka pfitom muze ¢i nemusi obsahovat vliv smyku na deformaci. Takto formulovany prvek
ma pét stupiili volnosti v uzlu, chybi mu rotace kolem osy z, kterd je potiebna v ptipadé, ze
chceme navzajem spojovat prvky, nelezici v jedné roving. Z tohoto divodu je obvyklé
chybéjici deformacni parametr pfidat a odpovidajicim zpiisobem rozsifit matici tuhosti Kgq.
Zpravidla se to déje zadanim nenulové tuhosti, odvozené z tuhosti okoli, na diagonalu matice
Ka.

Pti vySe uvedeném sestaveni matice tuhosti sténodeskového prvku je celkova energie
napjatosti sou¢tem dvou nezavislych ptispévki od st€énové a ohybové slozky. Prvek je proto
mozno pouZzit pouze v linedrni oblasti, kdy plati princip superpozice, a opravnénost pouziti je
tieba zpétné€ zkontrolovat kritickym posouzenim vysledkl. Zakladni charakteristiky prvku
jsou kombinaci vlastnosti sténového a deskového prvku:

Vstupni udaje:
- geometrie: poloha uzlovych bodi, tloustka
- materidlové parametry

Vystupni udaje:

- posuvy a natoceni stiednicové roviny prvku

- slozky napéti a pfetvoreni na stiednicové i obou povrchovych plochach
- liniové ohybové a kroutici momenty, posouvajici a normalné sily

- uzlové sily a momenty

6.4 Skorepinové prvky

Skoftepina jako téleso s obecné zakiivenou stiednicovou plochou vyzaduje dostate¢né presnou
aproximaci geometrického tvaru. Tu lze zajistit jemnou siti rovinnych sténodeskovych prvki
se Sesti deformacnimi parametry v uzlu dle obr.6.3, které po ¢astech kopiruji tvar skotfepiny.
Kromé rovinnych prvkil se rovnéz pouziva sténodeskovych prvkl s moznosti zakiiveni



sttednicové plochy — napt. osmiuzlovy izoparametricky prvek dle obr.5.15b, rozsifeny ovsem
o ohybové ¢leny v prvcich matice tuhosti. V komer¢nich systémech MKP se proto obvykle
nerozliSuje mezi sténodeskovym a skofepinovym prvkem — tentyz typ mize byt pouzit v obou
piipadech. V systému ANSYS lze pouzit bud’ ¢tyfuzlové prvky SHELL63, SHELL43 nebo
SHELL181, jejichz uzly nemuseji lezet v téze rovin€. Prvni z prvki je vhodny pro elasticky
material, druhy pro materidlové nelinearity a obecné nelinearity nepfilis silné, posledni pak
pro silné materidlové a geometrické nelinearity. Ilustrace vyuziti prvku SHELL63 pro feseni
napjatosti T-kusu potrubi je uvedena jako Ptiklad 6.1.V ptipadé skofepin je tfeba mit vzdy na
paméti, ze tenkosténny charakter problému v mnoha ptipadech vede k poruseni predpokladi o
linearité a vyzaduje tedy nelinearni algoritmus feSeni (velké zmény geometrie, ztrata
stability). Nekritické prijeti vysledkii pouhé linearni analyzy v takovém ptipad¢ vede k
zasadnim chybam celého vypoctového feseni.

Pro lepsi aproximaci zaktiveného tvaru stiednicové plochy skofepin je vhodné pouzit
osmiuzlového sténodeskového prvku SHELL93, zahrnujiciho vSechny typy vySe zminénych
nelinearit.



7 Prehled zakladnich typta prvki systému ANSYS

Knihovny konec¢nych prvka jednotlivych systémtt MKP nabizeji obvykle desitky riznych
typt prvkl. Pro pfedstavu o nejbéznéjSich moznostech uvadime z knihovny systému ANSY'S
jen uzky vybér prvkl, vhodnych k feSeni béznych typt konstrukei. VSechny uvadéné prvky
jsou pouzitelné i pro geometricky nelinedrni analyzu.

Prvek Charakteristika Pocet uzlti | Def.param.
LINK1 osovy tah-tlak ve 2D (obr.4.1) 2 u, v
LINKS osovy tah-tlak ve 3D (obr.4.2) 2 u, v, W
LINK10 |pouze tah (Iano) nebo pouze tlak (kontakt) ve 3D 2 u, v, w
BEAM3 |tah, tlak a ohyb s vlivem smyku ve 2D, elast.material |2 u, v, @,
(obr.4.4)
BEAM?23 |beam3 + plasticita a creep (obr.4.4) 2 u, v, Q,
BEAM4 |tah, tlak, krut a ohyb s vlivem smyku ve 3D, elast. 2 u, v, w,
material (obr.4.5) Qx, Py, O,
BEAM?24 |beam4 + plasticita a creep (obr.4.5) 2 u, v, w,
Px, Oy, Pzy
Tab.7.1 Nejbeznejsi prutové prvky systému ANSYS
Prvek Charakteristika Pocet:
uzli def.param.
PLANE2 trojuhelnik, membranova a rotacné symetric.napjatost ve |6 u, v
2D, materialova nelinearita (obr.5.15¢)
PLANE42 | c¢tytfuhelnik, membranova a rotaéné symetric.napjatost ve |4 u, Vv
PLANEI182 | 2D, materidlova nelinearita (obr.5.10)
PLANES2 |c¢tyfahelnik, membranova a rotacné symetric.napjatost ve |8 u, Vv
PLANEI183 | 2D, materidlova nelinearita (obr.5.15b)
SHELL41 |c¢tyrahelnik, membranova napjatost ve 3D 4 u, v, w
SHELL43 | ¢tyiahelnik, membranova a ohybova napjatost ve 3D, 4 u, v, w,
materidlova nelinearita (obr.6.3) Oy, Oy, Q,
SHELL63 | ¢tyfthelnik, membranova a ohybova napjatost ve 3D 4 u, v, w,
(obr.6.3) Oy, Oy, Q,
SHELL93 |zakfiveny ctyfuhelnik, membranova a ohybova napjatost |8 u, Vv, w,
ve 3D, mater. nelinearita Ox, Oy, O,
Tab.7.2 Nejbeznéjsi plosné prvky systéemu ANSYS
Prvek Charakteristika Pocet uzlti | Def.param.
SOLID45 | 8-uzlovy Sestistén véetné degenerovanych tvart 8(6,5.4) u, v, w
SOLIDI185 |(obr.5.13), obecna napjatost, materialova nelinearita
SOLID73 8-uzlovy Sestistén vcetné degen. tvari s rotaénimi 8(6,5.4) u, v, w,
stupni volnosti v uzlu, vhodny ke spojeni se s prvky Ox, Py, O
typu SHELL
SOLID9S5  |20-uzlovy Sestistén véetné degenerovanych tvar 20 améné |u,v,w
SOLID186 |(obr.5.16), obecna napjatost, materialova nelinearita

Tab.7.3 Nejbeznejsi telesove prvky systemu ANSYS




8 Zakladni soustava rovnic a jeji resSeni

Jiz v odstavci 3.2.4 jsme se seznamili se zpisobem, jak sestavit z lokalnich matic tuhosti
prvki globalni matici tuhosti K, ktera posléze vystupuje jako matice koeficientl soustavy
linedrnich algebraickych rovnic

KU=F (8.1)

pri feseni statické ulohy. Tato matice ma vyhodnou pasovou strukturu, kterd spolu s dal§imi
numerickymi vlastnostmi, jako je pozitivni definitnost, pfispiva k efektivni feSitelnosti 1 velmi
rozsahlych problémi. V ilustrativnim pfipadé odst.3.2.4 se dokonce jednalo o tfidiagonalni
matici. Pfi pouziti nepravidelnych, topologicky komplikovanych rovinnych ¢i prostorovych
siti samoziejm¢ vysledné matice nejsou tfidiagonalni, neznamé deformacni parametry
vmatici U se vSak daji vzdy uspotadat tak, Ze koeficienty jsou v matici K rozmistény
v relativné uzkém pasu okolo hlavni diagondly. V nasledujicich odstavcich stru¢né
naznacime, jak souvisi Cislovani prvka a uzlu sité se strukturou matice K a jaky vliv ma tato
struktura na proces feSeni soustavy (8.1). Pro rychlou orientaci v nasledujicim textu
doporucujeme nejprve vratit se kratce k odst.3.2.4.

8.1 Struktura globalni matice tuhosti

Uvazujme rovinny model vetknutého nosniku, jehoZ vypoctova sit’ je tvofena Ctyimi
trojihelnikovymi prvku se dvéma deformacnimi parametry v uzlu — u,v. Necht je oCislovani
uzld a prvki provedeno v souladu s obr.8.1a. V souladu s uzlovymi €isly jsou uloZeny i
deformacni parametry v globalni matici U

U=‘u1,vl,uz,vz,u3,v3,u4,v4,u5,v5,u6,v6, .

(8.2)
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Obr.8.1 Vliiv ¢islovani uzli sité na strukturu matice tuhosti



Prvnimu prvku dle obr.8.1a pritom ptislusi parametry u;, v;, uy, v, uy, v4, umisténé na
pozicich ¢.1-4, 7 a 8 matice U. Matice tuhosti prvniho prvku s piivodnim rozmérem 6x6 bude
proto po rozsifeni na dimenzi 12x12 (tj. na rozmér globalni matice K) obsahovat nenulové
ptispévky na pozicich v 1.-4., 7. a 8. fadku a sloupci:

'k, ki, k, k, 0 0 k kK 0 0 0 O
ki k k 0 0 k kK 0 0 0 O
ki k 0 0 k k O 0 0 O
kk 0 0 kK kK 0 0 0 O
00 0 0 O0O0OO0OTO
0 0 0 00 0O
K, = . (8.3)
ki, kL 0 0 0 O
k,k 00 0 O
Sym. 0 0 0O
0 00
0 0
L 0_
Sectenim takto rozsifenych matic vSech Ctyt prvki, v souladu s vykladem dle odst.3.2.4,
ziskdme matici K s takto obsazenymi nenulovymi pozicemi:
[k, kK k, 0 0 k K 0 0 0 0]
k., k k, 0 0 k Kk 0 0 0 O
k1+2+3 k1+2+3 k3 k3 k1+2 k1+2 k2+3 k2+3 O 0
k1+2+3 k3 k3 k1+2 k1+2 k2+3 k2+3 0 0
k3+4 k3+4 0 0 k3+4 k3+4 k4 k4
K = k3+4 0 0 k3+4 k3+4 k4 k4 (8.4)
kin ki, k, k, 0 0
k., k, k, 0 0
Sym. Kysea hosa Ky Ky
k2+3+4 k4 k4
k4 k4
L ky |

Indexy uvnitf matice oznacuji ¢islo kone¢ného prvku na obr.8.1a, jenZ svoji tuhosti ptispiva
k vysledné tuhosti na dané pozici matice K. I zde je patrna pasova struktura matice tuhosti,
kterou mizeme charakterizovat Sifkou pasu (pfesnéji polopasu), coz bude hodnota pozice od
hlavni diagonaly nejvzdalenéjsiho nenulového prvku. Pokud pozici na hlavni diagonale
ozna¢ime hodnotou 1, pak v nasem piipadé¢ je Sitka pasu rovna 8.

Zopakujme nyni cely postup pro jiné ocislovani sité, a to podle obr.8.1b. Snadno se
piesvédcime, ze matice K bude mit nyni nejkompaktnéjsi moznou podobu se Sitkou pasu
matice rovnou Sesti:



[k, ko ko kK k, 0 0 0O 0 0 0
ko ko kK k, 0 0 0 0 0 0
kl+2 k1+2 k1+2 kl+2 k2 k2 0 0 O 0
k1+2 k1+2 kl+2 k2 k2 0 0 O 0
k1+2+3 k1+2+3 k2+3 k2+3 k3 k3 O 0
K — k1+2+3 k2+3 k2+3 k3 k3 O 0 (85)
k2+3+4 k2+3+4 k3+4 k3+4 k4 k4
k2+3+4 k3+4 k3+4 k4 k4
Sym. kyg ki ki ky
k3+4 k4 k4
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Zpusob ocislovani uzli, podle néhoz jsou neznamé parametry ukladany v matici U, ovliviiuje
tedy vyznamnym zptisobem strukturu matice tuhosti. Ve vétsing rozsahlejSich praktickych
uloh nelze dosahnout upln¢ kompaktniho uspotfadani, jako v uvedeném piipad¢ matice dle
(8.5) — takové uspotradani je mozné pouze v jednoduché ilustrativni uloze. Vzdy vSak existuje
jedna nebo vice variant optimalniho ocislovani uzli, pii kterém je Sitka pasu matice
minimalni. Dosdhnout minimalni $ifky pasu na dané siti je pfitom velmi zddouci jednak

z hlediska mnozstvi ukladanych dat, nebot’ vzhledem k symetrii a pasovosti se z matice

K uklada do paméti jen jeden polopas, a zejména z hlediska efektivnosti feseni soustavy (8.1).
Z rozboru ptimych algoritmu feseni, které jsou vzdy urcitou modifikaci Gaussovy eliminacni
metody aplikované na soustavu s pasovou matici vyplyva, Ze pocet operaci a tim délka
vypoctu jsou linearné zavislé na poc¢tu neznamych a kvadraticky na Sifce pasu, tedy

délka vipoctu = (pocet nezndmych) . (5irka pdsu)’

V soucasné dob¢ je minimalizace §ifky pasu u vSech komer¢nich systémi MKP zajiSténa
automaticky pomoci programovych procedur, které zajist'uji témeét optimalni ocislovani
navrzené sit¢. Pfesto by mél mit uzivatel predstavu, jaké Sifky pasu a poCty neznamych mize
pro feseni svych tloh o¢ekévat. Podle toho bude volit odpovidajici hardware a v konkrétnich
piipadech 1 algoritmus feSeni soustavy (8.1). Nekteré komercni systémy dale mohou

v licen¢nich podminkach omezovat uzivatele pravé maximalni pouzitelnou §itkou pasu,
resp.Sitkou fronty u frontalni metody.

8.2 Frontalni metoda reseni soustavy

Gaussova eliminac¢ni metoda i fada jejich modifikaci je dostate¢né popsana v ucebnich tectech
numerické matematiky a linedrni algebry. Zde se budeme podrobné&ji vénovat pouze frontalni
metodé, ktera je sice rovnéz modifikovanou variantou Gaussovy eliminace, vznikla v§ak
piimo v souvislosti s kone¢nymi prvky a je vyuzivana fadou komerc¢nich systémt MKP.
Podstatou frontalni metody je spojeni etapy sestavovani a feSeni soustavy rovnic (8.1) do
jediného simultanniho procesu. Prakticky to probiha tak, Ze ptispévky od jednotlivych
prvkovych matic tuhosti jsou vkladany do globalni matice postupné podle ¢isel prvki. Nove
vkladané parametry tuhosti jsou pfitom umistovany na nejblizsi volnd mista, deformacnim
parametriim jsou tak interné pfifazovana poradova Cisla, ktera nesouvisi s o¢islovanim uzld,
jak tomu bylo v predchozim odstavci, ale s posloupnosti ¢isel prvkii. Pied zahrnutim matice
tuhosti dalSiho prvku je provedena kontrola, zda se mezi sestavovanymi rovnicemi jiZ nachézi
nektera kompletni, k niz v nésledujicim procesu jiz neptibude zadny piispévek. Pokud ano,



provede se u této rovnice jeden krok pfimého chodu Gaussovy eliminace a upraveny fadek
koeficient matice je odsunut do vnéj$i paméti mimo vnitini pamétovy prostor RAM. Na
uvolnéné misto pak Ize zapsat tuhostni koeficienty, nalezejici novému deformaénimu
parametru nasledné zapisovaného prvku. Disledkem této upravy je to, Ze matice tuhosti se
nikdy nevyskytne sestavena ve své tiplnosti a proces eliminace se diky priabéznému odsouvani
jiz vyteSenych rovnic odehrdva na podstatné mensim pracovnim prostoru s mensimi naroky
na vnitini operac¢ni pamét’. To je hlavni pfednost frontalni metody.

Na ptikladu rovinné sité dle obr.8.2 by popsany proces vypadal nasledovné: po zapsani
prvkové matice prvku ¢.1 do pracovniho prostoru matice K ve vnitini paméti by prob&hla
eliminace neznamych u,, v;, jejichZ rovnice jsou v tento okamzik kompletni. Pro tuto
¢asteCnou eliminaci je podstatné, Ze se odehrava nad matici rozméru 6x6, nikoli nad Gplnou
matici K o rozméru 12x12. Upravené fadky matice, odpovidajici neznamym parametrim u;,
v; jsou odsunuty mimo pracovni prostor, v némz nadale ziistavaji pouze tuhostni parametry,
ptisluSejici deformacnim parametriim na hranici mezi jiz odeliminovanou a dosud nenactenou
skupinou prvka — v nasem piipadé jsou to deformacni parametry v uzlech ¢.2 a 4 na obr.8.2.
Pocet téchto ,,aktivnich* deformac¢nich parametri na uvedené hranici — fronté — je oznacovan
jako ,,délka fronty*, nékdy téz ,,$itka fronty*. V dalS$im kroku je do pracovniho prostoru
nactena matice tuhosti 2. prvku a opé€t jsou odeliminovany nezndmé parametry uy, vy, jejichz
rovnice jsou v tento okamzik kompletni. ,,Fronta“ se tak posune na spojnici uzlii ¢.2 a 5.
Proces teseni (pfimy chod) si tak Ize vizualné predstavit jako postupny posun fronty pies
celou feSenou oblast. Pti zpétném chodu Gaussovy eliminace je proces obraceny — fronta
prochézi zpét feSenou oblasti a z vnéj$i paméti jsou zpét nacitany upravené fadky soustavy,
nutné pro vycislovani nezndmych v procesu zpétné substituce.

Z uvedeného je patrné, Ze Sitka fronty rozhoduje o velikosti nutného pracovniho prostoru

v operacni paméti a o efektivnosti celého procesu feseni. Pravé vyrazné snizeni pozadavki na
velikost opera¢ni paméti je pfi¢inou popularity frontalni metody. Siika fronty ma tedy u
frontalni metody stejnou roli jako $itka pasu u soustav, feSenych standardnim zptsobem, a
snahou je opét Sitku fronty minimalizovat. Fronta vSak zavisi na oc¢islovani prvki, nikoli uzli
jako u pasového algoritmu. Stejné jako u pasového algoritmu, i u frontdlni metody nabizeji

v I

komer¢ni systémy automatické precislovani prvki s cilem minimalizovat Sitku fronty.

3 1 2 3
3 17
4 2 4
6 4 5 6
Poloha fronty po eliminaci neznamych Poloha fronty po eliminaci neznamych
Up vi Uy, Vq

Obr.8.2 Schematické znazornéni frontalni metody reseni rovnic

8.3 Substruktury, makroprvky

Dalsi moznosti efektivniho feSeni velmi rozséhlych soustav rovnic MKP je rozdéleni feSené
oblasti na podoblasti (téz substruktury, domény, subdomény) a provedeni ptedeliminace



neznamych na jednotlivych podoblastech pied sestavenim vysledné soustavy rovnic.
Uvazujme podoblast A dle obr.8.3. Soustavu rovnic pro tuto podoblast miizeme zapsat

KA.UA = FA . (86)

Pokud rozdélime deformacni parametry do dvou submatic, kde Uy sdruzuje vSechny
parametry lezici na hranici oblasti A, Uy vSechny parametry lezici uvnitf oblasti A, mizeme
podobné rozepsat celou soustavu (8.6) takto

{KHH KHVHUH}{FH] 87)
K VH K \A% U \Y% I:V

Submatice Kyn, Kyy, pfedstavuji tuhostni vazby uvnitt skupiny hrani¢nich, resp. vnitinich
uzld, Ky pak vazby mezi témito skupinami navzajem. Podobné 1ze interpretovat i submatice

zatizeni Fy, Fy jako zatizeni, plisobici na hrani¢ni, resp. vnitini uzly podoblasti. Na soustavu
(8.7) 1ze pohlizet jako na dvé maticové rovnice. Jestlize z druhé z nich vyjadiime Uy

Uv = Kw™? (Fv = Kyn U) (8.8)

a dosadime do prvni, ziskame soustavu, jejiz nezndmé jsou pouze deformacni parametry
hrani¢nich uzli Uy

(Kun - Ky Kw™? Kyr ) Uk = Fr - Ky Ky Fy (8.9)
neboli

K'a.Uy=Fa . (8.10)

Vnitini deformacni parametry podoblasti A byly tak pfedeliminaci odstran&ny a matice K a
ma podstatné mensi dimenzi, nez ptiivodni matice Ka. Uvedeny postup miizeme nyni
zopakovat na viech podoblastech dané alohy dle obr.8.3 a vyslednou matici K sestavime

z ptedeliminovanych matic K*A, K*B, K*c, K*D . Vysledna soustava

K. .U =F (8.11)

pak obsahuje pouze neznamé deformacni parametry na hranicich podoblasti, je tedy podstatné
mensi nez puivodni tiloha. ReSeni jedné rozsahlé tlohy je timto zpiisobem rozloZeno na
sekvenci uloh podstatné menSich rozméri, coz umoziiuje vypoiadat se s limitovanou
kapacitou operacni paméti konkrétniho hardwaru. Dal§i vyrazné uSetfeni casu a paméti lze
dosahnout ve specialnich ptipadech, kdy jednotlivé navazujici podoblasti jsou zcela identické.
Jedind predeliminace pak nahradi maticové operace na vSech identickych podoblastech.
Pokud se s ur€itym typem podoblasti pii nékterych aplikacich pracuje opakované, je mozno
takovou podoblast zafadit jako ,,prefabrikat pfimo do knihovny pouzivanych konec¢nych
prvki. V této souvislosti se pak o podoblastech hovoti obvykle jako o makroprvcich.

D i




Obr.8.3 Rozdeéleni resené ulohy na podoblasti (domény)

Nového vyznamu nabyva technologie substruktur v souvislosti s nastupem paralelnich
pocitact. Nabizi se totiz myslenka paralelniho feSeni jednotlivych podoblasti na riznych
procesorech, vedouci k vyraznému urychleni celého vypoctu. Podminkou Gispéchu je spravné
rozde¢leni celé tlohy tak, aby doslo k rovnomérnému vytizeni vSech procesort. Pouzity
hardware pfitom nemusi byt drahy paralelni pocitac, ale miize se jednat o cluster osobnich
pocitacii v ramci jednoho pracovisté, spojenych v siti, podporujici paralelni prostiedi.

8.4 lIteracni resSeni zakladni soustavy rovnic

V pocatcich rozvoje MKP se predpokladalo, ze kvtli nartstani zaokrouhlovacich chyb bude
pro rozséahlej$i soustavy nutno ptimé fesice velmi brzy nahradit iteracnimi. RozsahlejSimi
soustavami byly v té dob& minény soustavy o fadové 10* neznamych. Tento predpoklad se
ukézal mylny diky dobrym numerickym vlastnostem matic soustavy (8.1) a pfimé metody se
b&Znd& pouzivaji i pro soustavy o 10* neznamych. Iteradni fesi¢e se v praxi nakonec prosadily
podstatné pozdéji, a to z ditvodi vyssi rychlosti pfi feseni velmi rozsdhlych soustav s fidkymi
maticemi. Zhruba se da jejich néstup ¢asove ztotoznit s po¢atkem vypoctii na rozmérnych
prostorovych sitich kone¢nych prvka.

Pfesné feSeni Uy soustavy (8.1) se pii pouziti iteraéniho schematu hleda jako posloupnost
postupnych piiblizeni Ug, U1, Uy, .... Uy, kde n neni vétsi nez dimenze matice K. Na pocitaci
s nekonec¢nou presnosti je zaru¢ena konvergence procesu v 7 iteracich, na redlném pocitaci
vSak miize byt tento mezni pocet iteraci prekrocen a pro Spatné¢ podminéné problémy nemusi
proces vibec konvergovat. Na rozdil od ptimych metod, kde je pocet krokti vedoucich

k feSeni jasn¢ doptedu znam, stoji tedy fesitel pti pouziti iteracni metody vzdy v urcité
nejistoté ohledné délky vypoctu.

Samotny iteracni proces spociva v opakovaném feseni soustavy

AUi=Q'R; | (8.12)

Ui = Ui + AU (8.13)
kde reziduum v i-t¢ iteraci

Ri=F-K.U; . (8.14)

Grafické zndzornéni iteracniho procesu je na obr.8.4. Jako pocate¢ni odhad feSeni se zpravidla
bere Up = 0, proces je ukoncen, jestlize velikost rezidua je dostate¢né mala vici celkovému
vnéjSimu zatiZzeni — s uspokojivou piesnosti je dosaZzeno rovnovahy

R,R,
= <eg.’ (8.15)

kde & je zadana tolerance. Hodnotou & 1ze vyrazné ovlivnit rychlost feseni (na ukor
piesnosti). VEtsina komercnich systémi dnes nabizi rozumné volby toleranci feSeni pro riizné
urovné presnosti jako pfedem nastavené parametry.
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Obr.8.4 Schema iteracniho reseni linedrni soustavy K.U=F

Zakladnim rozdilem mezi jednotlivymi itera¢nimi fe$ici je zptisob konstrukce matice Q,
oznacované¢ jako preconditioner. V zésad¢ je tato matice vZzdy néjakym zpiisobem odvozena
z matice tuhosti K tak, aby operace jeji inverze Q" byla (na rozdil od piivodni matice K)
trivialni. Jednotlivé iterace dle (8.12) pak mohou probihat velmi rychle. Patrné nejjednodussi
volbou je pievzeti neupravené hlavni diagonaly matice K, tedy

Q = diag(K), (8.16)

coz vede na Jacobiho itera¢ni metodu. Metoda je vhodna pro feSeni dobie podminénych
problémt skalarnich poli s rozsahlymi fidkymi maticemi, tedy napft. pro ulohy vedeni tepla.
Dalsi z metod — metoda sdruzenych gradient (Preconditioned Conjugate Gradients, PCG),
pouzivéa komplikovanéjsi konstrukci matice Q a je vhodna pro rozsahlé analyzy deformacnich
a nap&tovych poli. Uvadi se, Ze pti Sitkach fronty nad 1000 je pouziti iteraniho feSice
zpravidla vyhodné;jsi, nez pouziti frontalni metody.

8.5 Volba vhodného rFeSice

V soucasnych komerc¢nich systémech jsou zabudovany odhady ¢asu, nutného k feseni
konkrétniho problému s danou diskretizaci. Pokud stojime pied ukolem fesit rozsahlejsi
prostorovy problém s sitkou fronty/pasu fadove 10°, je vhodné pted spusténim vypodtu vyuzit
zminénych moznosti a provést pro nasi tlohu odhad délky vypoctu na daném hardwaru, a to
pro jednotlivé fesice, které systém nabizi. Je tfeba mit pfitom na paméti, Ze odhady
vypoctového ¢asu pro piimé metody jsou velmi piesné (zname pocet krokti, vedoucich

k feSeni), zatimco odhady pro iteracni feSi¢e se mohou od skutecnosti liSit az 10x, v obou
smérech (nezname potiebny pocet iteraci). Pfimé feseni je obvykle spolehlivejsi: pokud
obétujeme potiebny Cas, dosp&jeme s vysokou mirou pravdépodobnosti k hledanému
vysledku s technicky pfijatelnou presnosti. Iteracni feSeni je naproti tomu méné spolehlivé,
zejména u htfe podminénych uloh, jako je naptiklad masivni téleso vazané k zakladu pomoci
poddajnych prutii. Zde mutize iteracni proces konvergovat velmi pomalu, nebo se uplné
zastavit na vysledku, ktery ptedstavuje z technického hlediska velmi nepfesnou aproximaci



hledaného feseni. V jinych piipadech vSak muze iteracni feseni piedstavovat i fadovou usporu
vypoctového Casu.



9 Konvergence a odhad chyby reseni

9.1 Podminky konvergence

Jako u v§ech numerickych metod je u MKP zdsadni pozadavek konvergence - pti zhustovani
sit¢ konecnych prvki se numerické feSeni musi blizit k feSeni odpovidajiciho spojitého
problému. Aby toho bylo dosazeno, musi kazdy typ prvku splnovat urcita kritéria:
1. Na hranici mezi prvky i uvnitt prvku musi aproximované posuvy spliiovat minimalni
pozadavky spojitosti, zavislé na typu tllohy. Konkrétnéji: u masivnich t€lesovych prvki
s deformac¢nimi parametry u,v,w zpravidla postacuje spojitost v posuvech na hranicich; u
tenkosténnych prvki s rotanimi parametry v uzlech @y, @y, ¢, je potfebna i spojitost
1.derivaci posuvt, tj.hladkost prihybové cary, resp. plochy.
2. Pti posuvu prvku jako tuhého celku musi zlistat napéti i pretvoreni nulova.
3. Prvek musi byt schopen pfesné popsat stav konstantniho ptetvoreni.
Uvedena kritéria zde byla zamérné formulovana
v podobé, kterou lze v aplikacni oblasti j Spoiitt .
. . Sponty problem
mechaniky téles snadno inzenyrsky /J_l_u—
interpretovat. Z formalné matematického
hlediska se jednd o podminky Gplnosti
funk¢nich prostord, v jejichz ramei hledame
feSeni, a jejich matematicky korektni formulaci
lze nalézt v [8].
UZivatel komer¢niho systému nemusi tato
kritéria ovéfrovat, implementované prvky je
vesmes spliuji. Pozor ovSem na spojovani Hustota sit& MKP
riznych typt prvka v jedné uloze, pak mize
snadno dojit k poruseni pozadavku ¢€.1 o
meziprvkové spojitosti. V zadném ptipad¢ nelze bez naruseni konvergence ptimo spojovat
prvky, které maji na spole¢né hranici rizny pocet uzli nebo uzly s riznymi deformacnimi
parametry. V rovinné siti mize byt jedna strana prvku (at’ jiz troj- ¢i ¢tyfuhelnikového) ve
styku vZdy jen s jednou stranou dalSiho prvku. V prostorové siti se pak mohou vzajemné
stykat pouze stény stejné¢ho tvaru — trojihelnik na trojihelnik, resp. ¢tyithelnik na
ctyfuhelnik. Podstatné je, Ze pro prvky spliujici pozadavky ¢.1-3 je exaktné dokazana
konvergence, a to monotonni konvergence zdola, vyjadieno v posuvech (viz obr.9.1).
Znamena to tedy, Ze vypoctené posuvy jsou pii stejném zatizeni obecné mensi nez skutecné,
diskretizovany model je tedy tuzsi nez spojity. ZvySovanim poctu prvkl zvySujeme
poddajnost vypoctového modelu.

MEKP

Mira posuvil |ul

Obr.9.1 Konvergence pos:



9.2 Odhad diskretiza¢ni chyby vypoctu

Fakt monotonni konvergence vysledki je zejména pro teoretika velmi uklidiujici, fesiteli
konkrétnich problémt vSak zpravidla nesta¢i. Ten chce znat chybu konkrétniho vypoctu pii
daném typu prvku a hustot¢ sit€¢. Hovotime o diskretizacni chybé, vzniklé feSenim spojitého
problému numerickym vypoctem, poskytujicim nespojité (resp. po ¢astech spojité) vysledky.
Téz se hovoti o aposteriornim odhadu chyby, ¢imz se zdlraziuje, ze odhad je postaven az na
analyze vysledkii vypoctu.

Zakladni problém je v tom, ze hleddme chybu vzhledem ke spojitému feseni, které ovSem

v prakticky feSenych ulohéch neni zndmo. Vychazime proto z miry diskontinuity numericky
ziskanych napéti na hranici mezi prvky. Jak bylo v predchozim textu uvedeno, obvyklé
predpoklady kontinuity, z nichz vychdzi korektni formulace deformacni varianty MKP, vedou
v dusledcich na spojity meziprvkovy pribéh posuvi, ale nespojity prubéh napéti. K ziskani
piijatelnéjsiho pole napéti se obvykle provadi jeho dodate¢na aproximace zpriimérovanim
uzlovych hodnot, kterymi ptispivaji do vybraného uzlu sousedni prvky. Témito primérnymi
hodnotami je pak proloZena vhodna spojita funkce. Nad kazdym prvkem pak mame napéti
dvojiho typu: primarni vysledek vypoétu o, mezi prvky nespojity, a dodateénou spojitou
aproximaci ¢“. Rozdil mezi nimi oznaéme Ac. Na obr.9.2 jsou uvedena napéti vykreslena pro
nami feSeny piiklad tazeného prutu. Potom pro kazdy prvek mizeme vycislit chybu energie
napjatosti i-tého prvku e; jako integral

1
e :EIAcT.D—l.Ach , 9.1)
Ql

kde D je matice materidlovych parametri. Vyslednou energetickou chybu celé konstrukce
nebo jeji pozadované podoblasti ziskame jako soucet prvkovych piispévki
NV‘
e= Z e , (9.2)
i=1
kde e je energeticka chyba celé konstrukce nebo jeji vybrané ¢asti, N, pocet prvku celé fesené
oblasti nebo vybrané ¢asti. Energeticka chyba mtize byt vztazena k celkové energii napjatosti

E =100.,|—— | (9.3)
U+e

kde E je relativni energeticka chyba v procentech, U energie napjatosti, pocitana z neapro-
ximovanych pribehi napéti a pretvoreni. Je vhodné zdaraznit, Ze vyse uvedeny odhad chyby
je principialné schopen posoudit jen vhodnost navrzené sité vzhledem k danému modelu
geometrie, nikoli ke skute¢né geometrii. Chyba pfi vytvareni modelu geometrie (zanedbani
pevnostné dulezitého tvarového detailu) je timto pfistupem nepostizitelna.

Ptedstavu o celkové energetické chybé e u ndmi feSené ulohy prutu dava celkova vysrafovana
plocha na obr.9.2 (bez naroku na presnost: pfesné je energeticka chyba imérna kvadratu
vysrafovanych rozdilt, integrovanému po délce tyce). Obdobné ptedstavu o celkové energii
napjatosti graficky poskytuje plocha, uzaviena ¢arou ABC,C,D;D;E,E,A. Podil obou
uvedenych ploch je mozno, opét bez naroku na piesnost, chapat jako jiny zptsob vyjadieni
relativni energetické chyby £ dle (9.3). Objektivni vypovidaci schopnost chyby E, resp. e je
zalozena na tom, ze pii zvySovani hustoty déleni se pii pouziti konvergentni formulace MKP
obecné snizuji rozdily mezi primarn€ vypoctenymi a aproximovanymi hodnotami napéti,

a celkova energie napjatosti se blizi hodnoté¢ adekvatni spojité ulohy. Otazkou zlstava
korelace mezi energetickou chybou a presnosti vyfeSenych napéti. Bohuzel tady nelze pouzit
zadny jednoduchy, prakticky pouzitelny pfevodni vztah. Naopak, i pti velmi dobrych
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Obr.9.2 Napeti po délce prutu: primarni vysledek a vyhlazeny pritbeh

vysledcich celkové energetické chyby (2—3%) mize byt lokalni chyba nap€ti v omezené ¢asti
konstrukce zcela nepftijatelna (koncentrace napéti). O takovych lokaln€ nedostatecné
diskretizovanych ¢astech konstrukce nejlépe vypovida pribéh veliciny e; nad celou fesenou
oblasti. Bylo teoreticky ukézéano, ze nejefektivnéjsi model pii dané hustoté sité je takovy, pro
ktery je hodnota energetické chyby e; dle (9.1) pro vSechny prvky stejna. Tato informace
muze byt vyuzita pro nasledné upravy a zjemmnovani site.

9.3 Moznosti ovlivnéni chyby, adaptivni algoritmus MKP

Jesté v nedavné dobé nebylo mozno z kapacitnich diivodl predpokladat vicenasobné
opakovani feSeni téze tllohy. Byla snaha pokud mozno optimaln¢ navrhnout sit MKP

a spokojit se s prvnim dosazenym vysledkem. Dnes je mozno po analyze chyby vysledku sit’
upravit a vypocet opakovat. Tento postup miize byt pln¢ automatizovan - hovotime pak

o adaptivnich algoritmech MKP, struén¢ o adaptivnich prvcich. Vyhodou pro uzivatele je
moznost zadat vstupni sit’ jen velmi jednoduchou, coz Setii jeho Cas pfi piiprave vstupli. Na
zaklad¢ pozadované presnosti vysledkl pak systém sam iteruje k optimalni diskretizaci, ktera
tuto pfesnost zajisti.

q q
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Obr.9.3 Hierarchie naslednych siti pri pouziti h-metody adaptivniho algoritmu MKP

Diskretiza¢ni chybu vypoctu je mozno snizit dvojim zptsobem - bud’ zvySovanim poctu
prvki a uzli pfi zachovani stale stejného typu prvkt (h-metoda, h-konvergence) nebo
zvySovanim stupné polynomu aproximace posuvi (p-metoda, p-konvergence). Samoziejmé je
mozna i kombinace obou pfistupi. Prvni pfistup, h-metoda, vede postupné k automatickému
vytvareni siti, jejichz hustota je strukturovana podle rozloZeni lokalni chyby vypoctu. Ptiklad



vychozi, upravené a konecné sité pro rovinnou ulohu s koncentraci napéti v misté vetknuti je
uveden na obr.9.3. Podrobnéji je rozvoj jednotlivych siti pii pouziti uvedeného adaptivniho
algoritmu dokumentovan v piikladu 9.3.1.

Druha z vyse uvedenych metod, p-metoda, je strategii pIn¢ a vyhradné vyuzitou napiiklad v
systému Pro/MECHANICA. Pfi ni ziistava sit’ nezménéna, prvky jsou ale dopliiovany o vyssi
aproximacni polynomy bez principidlniho omezeni. Konkrétné systém Pro/MECHANICA
pracuje s polynomy do 9. stupné. Aby byl tento postup dostate¢n¢ efektivni, byly navrzeny
specialni aproximacni funkce, které umoziiuji sestavit matici tuhosti konstrukce ptislusnou
vys$si polynomické aproximaci tak, ze je ptfitom
pln€ vyuZita pfedchozi matice tuhosti.
N.(x Ptedchozi matice je tak v dalsi iteraci jen
L) N,(x) donlnd AR .
oplnéna o dalsi ptispévky. Dosahuje se toho
tak, Ze vyssi aproximacni funkce jsou nenulové
jen uvnitt kone¢ného prvku a na jeho hranicich,
ale maji nulové hodnoty v uzlech. Témito
vys$§imi aproximacemi jsou pak doplnény
zakladni (linearni) bazové funkce daného prvku.
Pro dfive uvedeny prutovy prvek jsou tak
bazové funkce Ny, N, dle obr.3.5 doplnény
Obr.9.4 Hierarchické bazové funkce napfiklad funkcemi 2. a 3. stupné - viz N3, Ny
prutového prvku v p-metodé dle obr.9.4. V piipad¢ rovinného prvku je kazda
vyssi bazova funkce (kromé zékladnich)
nenulova pouze na jedné hran€ a uvnitf
elementu - viz napi. funkce Ng a N7 na obr.9.5. Proto se nékdy stupné polynomu
zjednodusené pfifazuji ptimo jednotlivym hrandm, pfi¢emz kazda hrana prvku mize mit
piifazen jiny stupen polynomu.
Uvedeny pfistup, kdy jsou jednotlivé bazové funkce dopliiovany dalSimi beze zmény
piedchozich funkei a matic, je v literatufe oznacovan jako hierarchicky. Hovoii se pak
o hierarchickych bazovych funkcich, resp. hierarchickych prvcich.

ST AT

Obr.9.5 Hierarchické bazové funkce rovinného prvku

Shrneme-li nyni zakladni fakta adaptivniho feSeni h- a p-metodou, miizeme konstatovat
nasledujici. V obou piipadech se jedna o iteracni algoritmus s postupnym piiblizovanim k
feSeni odpovidajiciho spojitého problému. U h-metody jednotlivé iterace odpovidaji feSenim
na postupné modifikované siti klasickych kone¢nych prvka. U p-metody predstavuji
nasledujici iterace feSeni na téze siti (obvykle mnohem hrubsi nez je sit’ pro h-metodu) s
vys$Simi stupni aproximacnich polynomt na téch hranach (prvcich), které dosud nesplnily
stanovena konvergenéni kritéria. Vysledek obou pfistupti je na obr.9.6: v prvnim piipadé sit’
klasickych prvk, strukturovana dle gradientii napéti, ve druhém ptipad¢ hruba sit’ velkych
prvkil s optimalné rozloZzenymi stupni aproximacnich polynomu podél hranic prvki. Praveé
moznost pouziti relativné hrubé sité s sebou piinadsi nékteré¢ vyznamné vyhody p-metody z
hlediska uzivatelské ptivétivosti. Pracuje se s malou knihovnou zdkladnich typt prvki a



jednodussimi sitémi, jejichZ topologie nezavisi na charakteru zatizeni a gradientech napéti.
Odpada opakované vytvareni modifikovanych siti, které je zejména u vétsich prostorovych
uloh s riznymi typy prvka (napt. masivni + skofepinové prvky) limitujicim faktorem pii
praktickém pouzivani automatizovaného adaptivniho feSeni ve spojeni s h-metodou.
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Obr.9.6 Finalni diskretizace resené oblasti

Z hlediska objektivity srovnani musime na zavér zdiraznit, Ze vSechny pozitivni vlastnosti
p-metody jsou bohuzel omezeny na tfidu linearnich tloh, rozsifenou o kontaktni problémy.
V ulohéach materialoveé a geometricky nelinedrnich neni algoritmus p-metody dosud dotazen
do komerc¢né vyuzitelného stavu. To je hlavni diivod, pro€ se viceucelové komercni systémy
MKP opiraji dosud predevsim o klasické konecné prvky.



10.1 Uvod

Tlakové hodnoty osovych a membranovych slozek napcti mohou vést u tenkosténnych
konstrukci, slozenych z prutl, stén ¢i skofepin, ke ztraté stability. Vychozi geometricka
konfigurace se stavd nestabilni, pfechod do nové stabilni konfigurace je spojen kromé
prerozdéleni napéti zpravidla s velkymi, funkéné neptipustnymi deformacemi a ztratou
unosnosti celé konstrukce nebo jeji Casti. Z hlediska energetického mizeme na cely jev
pohlizet jako na pfeménu akumulované energie napjatosti membranovych slozek napéti
v energii napjatosti ohybovych slozek napéti. Protoze membranova a ohybova tuhost jsou u
tenkosténnych konstrukci fadové rozdilné, je tento proces doprovazen pravé zminénymi
velkymi prithyby - boulenim - stfednicové plochy konstrukce. Podstatu problému Ize osvétlit
na prikladu s jednim stupném volnosti dle obr.1. Tuhy pfimy prut AB je v rota¢ni vazbé A
uchycen rota¢ni pruZinou s tuhosti k, a v podélném sméru navazuje na pruzinu s tuhosti ki,
ktera je ptredepnuta osovou silou F, odpovidajici vodorovnému posunuti vazby C o hodnotu .
Na takto pfedepjatou pruznou soustavu plsobi v piicném sméru sila Q a nasim cilem je urcit
uhel @, o ktery se pootoci prut AB.

B ky C F

W—«\—»
¢

Obr.1.1 Stabilita — soustava s jednim stupném volnosti

Celkova potencidlni energie predepnuté soustavy s vlivem pii¢né sily Q je rovna

;z:%k(pgoz+%ku[(L—LCOS(p)+u]2—QLsin(p. (1.1)

Z podminky 0z /0¢p =0 ziskame hodnotu ¢ v rovnovdzném stavu:

k,o +ku[(L—LCOS(p)+u]LSin(p=QLCOS(D. (1.2)
Pro maly uhel ¢, kdy sinp=¢ a cose=1 plati

k,p +kulLp=0QL (1.3)
nebo, pokud uvazime, ze k,u = F

(k, +FL)p =QL. (1.4)

Vyraz v zavorce predstavuje celkovou tuhost analyzované soustavy v pfi¢ném sméru a je
zfejmé, ze se sklada ze dvou piispévki. Prvnim je tuhost rotacni pruziny k,, kterd nezavisi na
osovém piedpéti. U klasického nosniku by ji odpovidala ohybova tuhost EI. Druhym
piispévkem je pak soucin FL, ktery zavisi na osové sile a geometrii soustavy. V maticovém



zapisu uloh s vice stupni volnosti prvni ¢len odpovida konven¢ni matici tuhosti soustavy,
druhy je obvykle oznacovan jako napérova, ptipadné geometrickd matice tuhosti. Ze vztahu
(1.4) vyplyva, ze celkova tuhost v pficném sméru roste s tahovou osovou silou (F>0) a
naopak klesa pti tlakovém zatizeni (F<0). Pfi nulovém piicném zatizeni Q vyplyva z (1.4)

(k, + FL)p=0. (1.5)

a nenulové natoCeni ¢ je mozné pouze tehdy, jestlize k, + FL = 0, coz definuje kritickou
osovou silu Fy. = -k,/L, pfi niZ dochazi ke ztrat€ stability. V takovém piipad¢ nelze ovSem
velikost @ z (1.5) jednoznacné urcit. Uvedeny postup tedy vede pouze na urceni urovné
zatizeni, pti némz dochazi ke ztraté stability, nefesi ovSem nésledné deformacné-napétové
pomeéry.

Na uvedeném ptikladu mizeme ilustrovat i energetickou interpretaci mezniho stavu ztraty
stability: pii malych nato¢enich ¢ je osovy posun konce pruziny roven Lg*/2. Protoze k nému
dochazi pti konstantni sile osového piedepnuti F (natoCeni ¢ je malé€), je zména osové
(membranové) energie napjatosti FLg?/2. Zmé&na energie napjatosti akumulované v rotaéni
pruzin¢ je rovna kQ(pz/Z. Pii nulovém piicném zatizeni Q = 0 dochéazi v okamziku ztraty
stability k transformaci membranové energie napjatosti na ohybovou, jejich soucet je nulovy,

k@22 +FLp*/2=0. (1.6)

odkud vyplyva vySe uvedena hodnota kritické sily Fy,. = -k,/L.

10.2 Bifurkace, imperfekce a nelinearita v problémech stability

Vyuzijeme nyni pfedchoziho piikladu k jinému pohledu na chovani soustavy pii ztraté
stability. Uvazujme pouze osové zatizeni v tlaku, které spliiuje podminku |F | < |F .| - Natoceni

¢ je nulové, pokud neptisobi sila Q. Pficné zatizeni Q vyvola sice pfi |F | < |Fk,| nenulové

natoceni, které mizeme urcit z (1.4), to se ovSem po odstranéni Q vrati na nulovou hodnotu
dle vztahu (1.5). Pfimy tvar s nulovym natofenim tedy ptfedstavuje stabilni geometrickou
konfiguraci soustavy.

V okamziku dosazeni kritické osové sily se tento stav kvalitativné méni. Soustava sama sice
zustava v pfimém smeéru, ale nepatrny impuls v pficném sméru zplsobi nevratnou zménu
tvaru — pfechod do nové stabilni geometrické konfigurace s nenulovym natocenim ¢. Vidime
tedy, ze v okamziku dosazeni kritické sily jsou teoreticky mozné dvé geometricky odlisné
rovnovazné konfigurace — ptivodni pfima, kterd se stdva nestabilni, a nova vychylena, stabilni.
Proto se vtakovém pfipadé¢ hovoii o bifurkaci, neboli rozdvojeni rovnovahy. Velikost
natoceni ¢ nelze ovSem z podminky (1.5) urcit, jak jiz bylo zminéno, k tomu bychom museli
opustit piredpoklad malého thlu ¢ a feSit geometricky nelinearni problém velkych posuvi.
Proto je na obr.2.1 pfipad bifurkace zobrazen vodorovnou piimkou, rovnobéznou se
soufadnou osou .

Uvazujme nyni piipad, kdy je soustava nejprve zatizena malou pficnou silou Q, ktera zptisobi
pocatecni natoceni ¢=QL/k,. Teprve poté zatiZime soustavu tlakovou osovou silou F<0. Pfi
postupném zvySovani tlakového zatizeni bude vzristat 1 hodnota ¢ podle (1.4), pti F — F,,
pak poroste nade vSechny meze. Je zfejmé, ze v tomto piipad€ nedochazi k bifurkaci, kiivka
zatizeni-natoceni je hladka bez zlomi a vétveni. Velikost Q pfitom hraje roli parametru, ktery
rozhoduje, nakolik je tato hladké kiivka vzdalena od bifurkacniho chovani. Na obr.2.1 jsou
uvedeny tfi takové zavislosti pro Q;<Q,<Qjs.

Maéme tedy pied sebou dvé kvalitativné odlisné situace:



- vprvnim piipadé predpokladame idedlni tvar, vazby, material i zatizeni, které zajisti
dokonale osové (membranové) zatézovani az do okamziku ztraty stability. Pfi¢né zatiZeni
hraje jen roli nasledného rusivého impulsu, ktery ndm umozni diskutovat problém stability
— bifurkace.

- ve druhém piipadé plisobi ptficné zatizeni Q od pocatku a lze na néj pohlizet jako na
imperfekci, nepfesnost, kterd odliSuje idedlni ptipad osového zatézovani od redlnych tloh,
kde se vzdy vyskytuji neptesnosti. Ty se mohou tykat jak zatiZeni, tak geometrie, vazeb,
¢i materialu. Vzdy vSak zptsobuji kvalitativni zménu odezvy: misto bifurka¢niho chovani
je zavislost mezi zatizenim a deformaci popsana jedinou hladkou kfivkou jako nelinearni
problém a napjatost ma od samého pocatku nejen membranové, ale i ohybové slozky.

Uvedenym dvéma ptipadiim odpovidaji i rizné algoritmy feseni stabilitnich problémi pomoci
MKP, jak bude podrobné rozebrano ve 3. kapitole.

Obr.2.1 Zavislost F-¢ pii ptsobici pticné sile Q (Qo< Qi1<Q2<Q3)

Ukazme jesté zavislost mezi osovym zatizenim F a osovym posuvem pisobisté sily u na
obr.2.2, kde vynikne nahly zlom zatéZovaciho diagramu v bifurka¢nim bod€ A. Stabilni vétev
OA pokracuje za bifurka¢nim bodem A se stejnou smérnici dal (AB), v tomto useku se vSak
Jiz jedna o nestabilni zatéZovaci drahu. Nova, sekundarni zaté¢Zovaci dradha AC mé smérnici
jinou. Pfi pietézovani za bifurkacnim bodem se vzdy realizuje zatézovani po sekundarni vétvi,
ktera je nyni vétvi stabilni, nebot’ pfedstavuje mensi odpor konstrukce vii€i zatizeni. Smérnice
sekundarni vétve za bifurkacnim bodem je rozhodujici pro charakter rovnovéhy a pro chovani
konstrukce po dosazeni bifurkace. Na obr.2.2-2.4 jsou postupné piiklady neutralniho,
stabilniho a nestabilniho chovani za bifurka¢nim bodem, charakterizované nulovou, pozitivni
a negativni smérnici sekundéarni vétve. Prvni piipad reprezentuje chovani idealniho piimého
prutu s osovym zatizenim, druhy pfedstavuje rovinnou sténu a tfeti valcovou skotfepinu
vystavenou osovému zatizeni. Pozitivni smérnice sekundarni vétve zatézovaciho diagramu u
rovinné stény charakterizuje konstrukci, ktera je schopna pienaset zatizeni vétsi nez kritické
bez kolapsu — i po vyboceni a bouleni je nutno k dal$imu nartistu deformace nutno zvySovat
zatizeni. Negativni smérnice sekundarni vétve naopak charakterizuje konstrukce, u kterych
hrozi v okamziku bifurkace néhlé zhrouceni, ztradta Unosnosti. V anglické terminologii se



pouziva terminu snap-through, ktery bychom nejspise mohli pielozit jako “zborceni”. Kromé
zminéného piipadu axialné zatizené valcové skotfepiny je typicky i pro nizko klenuté oblouky
s velkym rozpétim ¢i ploché skotepinové vrchliky dle obr.2.5. Tlustrace takového chovani
v animované podob¢ je uvedena zde, podrobny komentat k tomuto ptikladu je v kap.3.3.

Redlné struktury vykazuji imperfekce, které, jak bylo zminéno, vylucuji bifurkaéni chovani a
jejichz zatéZovaci diagram je na obr. 2.2-2.4 vyznacen ¢arkovanou kiivkou. Jeji vzdalenost od
bifurka¢niho diagramu je zavisla na velikosti imperfekci a mize se ptipad od piipadu lisit. U
konstrukci dle obr.2.4 lze na skuteCné zat€zovaci kiivce nalézt tzv. limitni zatizeni Fj,
odpovidajici lokalnimu maximu na kfivce F-u. Hodnota skute¢ného limitniho zatizeni mize
byt nékolikandsobné mensi, nez teoretick¢ kritické zatiZzeni Fj,, odpovidajici bifurka¢nimu
chovani. Po dosazeni Fy nastava pfi stalé hodnoté zatézujici sily zhrouceni konstrukce — nahly
dynamicky pfechod do nového stabilniho stavu. Ten je reprezentovdn na zatéZovacim
diagramu pteskokem pies lokdlni minimum na stoupajici Cast zatézovaci kiivky (obr.2.4),
v realité pak velkymi deformacemi, které se neobejdou bez rozsahlych plastickych deformaci,
pripadné poruch materialu. To je patrné na experimentech s osovym zatézovanim plechovek.
Prvni ukazuje nahlé vyboceni zhruba v polovin€ vysky stény, druhy pak postupné ,,skladani‘
stény od spodni podstavy. (Pozn.: pii problémech se spusténim animaci je nutno instalovat
software ze slozky ,,decode®). Je zfejmé, Ze na charakter borceni ma dominantni vliv
pocatecni rozlozeni imperfekci. Dé&j probiha pomalu proto, ze zatizeni v uvedenych piipadech
bylo fizeno deforma¢né. To umoznilo 1 podrobné zaznamenat pribéh osové sily na dalSich
animacich (pfipad 1, pfipad 2). Jsou zde paralelné¢ zachyceny zmény geometrie zatizené
konstrukce spolu s aktualni hodnotou osové sily na diagramu v levé Casti obrazovky — viz téz
obr.2.6-2.11. Je vidét, Ze skutecny pribéh sily neopisuje idealizovanou hladkou kiivku jako
na obr. 2.4, ale je rozkmitdin mnozstvim naslednych lokalnich minim a maxim, ktera
odpovidaji jednotlivym etapam borceni. Zakladni charakter pribéhu sily vSak souhlasi s obr.
2.4.
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Obr.2.2 Zavislost F-u pti neutralni smérnici sekundarni vétve AC. Ptiklad: pfimy prut,
carkované vyznaceno chovani redlné konstrukce s imperfekcemi
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Obr.2.3 Zavislost F-u pti pozitivni smérnici sekundarni vétve AC. Ptiklad: tlacena sténa,
carkované vyznaceno chovani redlné konstrukce s imperfekcemi

zborceni

., snap-through * |
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Obr.2.4 Zavislost F-u pti negativni smérnici sekundarni vétve AC. Ptiklad: axialn¢ zatizena
valcova skofepina, ¢arkovan¢ vyznaceno chovani realné konstrukce s imperfekcemi



deformace pri
dosazeni limitni-
ho zatizeni Fy

pocatecni tvar

zborceni — nahly prechod
do nové stabilni polohy

Obr.2.5 Piedepnuta listova pruzina - typicky ptiklad chovani, oznacovaného jako “snap-
through” — dynamického ptechodu do nové stabilni polohy dle diagramu na obr.2.4
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Obr. 2.6 Experiment - pfipad 1 — limitni hodnota osové sily Fp, = 857 N



B plechavicy_stabilita_vidl 25E - testXpert Master test program (Conliguration level) [5] =ifi)

Fe Machine Specmen fnouts  Confi Options  Help.
= Kl |Bla|?2]|9|
Zadén Vypot | Privoe| Nahlei| Tisk | HELP! | Konec|
. sila: 322N
e draha: 3mm
£
£
i
X8
z
m
@
draha [mm]
z F CT abs [
Zwick l m === {jmm) == ) mins
Prass F1 1o open the online helpl User tomas

Obr. 2.7 Experiment - piipad 1 — pokles osové sily na pocatku bouleni
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Obr. 2.8 Experiment - piipad 1 — deformace pti minimalni hodnoté osové sily
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Obr. 2.10 Experiment — pfip.2 — lokélni ztrata stability iniciovana imperfekci u dolniho lemu
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Obr. 2.11 Experiment - ptfipad 2 — Gplné zborceni stény

10.3 Reseni stability pomoci MKP

Z hlediska vypoctové analyzy piedstavuji stabilitni problémy velmi problematické mezni
stavy, kter¢é mohou byt méné zkuSenym uzivatelem vyuZzivajicim komeréni programové
syst¢tmy MKP snadno ptehlédnuty. Standardni analyza napjatosti a deformace tenkosténné
konstrukce, vedouci na feSeni zakladni rovnice linearni statick¢ ulohy K.U = F, totiz
problémy se stabilitou nedokdze odhalit. Je pouze na uzivateli, aby tyto mezni stavy predvidal
a odpovidajici stabilitni problém v odiivodnénych ptipadech formuloval a zadal k fesSeni.

Jako ilustraci nebezpeci zavazného opomenuti pii nekritickém hodnoceni vysledkl standardni
napétové-deformacéni analyzy uvedeme nyni jednoduchy ptiklad piihradové konstrukce dle
obr.3.1 — viz ptiklad 3.1. Jak se lze snadno pfesvédcCit, nekteré z prutl této konstrukce jsou
pfi zadaném zatiZzeni vystaveny osové tlakové sile, ktera je vétsi, nez kriticka sila na mezi
vzpérné stability. Uplné numerické feSeni daného problému véetné zahrnuti stability je
uvedeno v prikladu 3.2. Kvalitativni rozdil vysledkil je patrny ze srovnani obr.3.2a a 3.2b.
Znovu je tfeba zdlraznit to, Ze neadekvatnost linearni analyzy v uvedenych souvislostech
vypoctovy program zadnym zplsobem nesignalizuje. Odtud plyne nebezpeci zavaznych chyb
numerickych analyz tim spiSe, Ze stabilitni problémy nemusi byt vzdy tak zietelné, jako
v uvedeném ilustrativnim piipadé. Mohou se napiiklad tykat jen uréitych podoblasti feSené
konstrukce, jejichz lokalizace nemusi byt apriorné zfejma.



Obr.3.1 Prihradova konstrukce — vazby a zatizeni
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Obr.3.2a Prihradova konstrukce — linedrni analyza deformaci
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Obr.3.2b Prihradova konstrukce - deformace pri ztraté stability

Vsechny rozsahlejsi syst¢émy MKP nabizeji prostfedky k feseni stabilitnich problémd, a to
zpravidla dvéma odliSnymi typy algoritmi. V anglické terminologii manuélti vypoctovych
systému jsou pro n¢ pouzivany terminy ,,linear buckling* a ,,nonlinear buckling*.

V prvnim piipad¢ ,linearni* ztraty stability ndm stabilitni analyza umoznuje numericky
urcit kritické zatizeni, pfi kterém dochdzi k bifurkaci — rozdvojeni rovnovéhy — tenkosténné
konstrukce, zatizené az do okamziku ztraty stability pouze membranovymi (osovymi)
slozkami napéti. Ur¢i rovnéZ charakteristicky tvar vyboceni stfednicové plochy, k némuz pfi
ztraté stability dojde. Praktické pouziti této varianty stabilitni analyzy je omezeno jen na
idealni geometrické tvary bez imperfekci, u nichz nedochézi pired okamzikem bifurkace
k ohybovému namahani, jako napt. u Eulerova vzpéru ptimych prutt. Piivlastek ,,linedrni® u
této analyzy vyjadiuje skutecnost, Ze az do okamziku bifurkace je tiloha linearni a k
(nelinedrni) ztraté stability dojde nahlym kvalitativnim skokem. V nékterych pfipadech mtize
linearni stabilitni analyza poslouZit jako orientacni pfedstupeini pied nasledujici plné nelinearni
analyzou.

Geometrie a zatiZeni redlnych tenkosténnych konstrukci jsou Casto takoveé, Ze jednotlivé
prvky konstrukce jsou od samého pocatku namahany kromé membranovych napéti i ohybem.
Unosnost takové konstrukce nelze potom posuzovat z vysledki linearni stabilitni analyzy dle
ptedchoziho odstavce, nebot k bifurkaci nedochazi. Ktivka zatizeni-deformace je hladka,
nedochazi k jejimu vétveni, je ovSem od pocatku nelinedrni. Jedind moZnost, jak spolehlivé
numericky fesit takové pripady, je uskuteCnit plné nelinearni feseni s postupnymi prirtstky



zatizeni. Ucebnicovym piikladem problémt, vhodnych k feSeni jednotlivymi zminénymi
algoritmy je srovndni Eulerova vzpéru pifimého prutu (linedrni stabilita) na jedné strané
s tlaCenym prutem s pocatecni kfivosti (nelinearni stabilita) na strané druhé. Ukazme
v nasledujicich odstavcich na ptfikladech moznosti obou piistupi.

Geometricka matice ko a jeji sestaveni

Pfi vyboceni tenkosténné konstrukce dochazi k preméné akumulované energie
membranové napjatosti v energii ohybové napjatosti. Tento proces je vzhledem k fadovym
rozdilim mezi membranovou a ohybovou tuhosti tenkosténnych konstrukci spojen s velkymi
pruhyby stfednicové plochy. K numerické analyze tohoto jevu je tieba sestavit matici, ktera je
schopna popsat vliv membranové napjatosti na celkovou energetickou bilanci pifi vyboceni
sttednice. Tuto matici budeme oznacovat Kk, pro prvek, resp. K; pro celou konstrukci.
Obvykle se nazyva geometrickd, nebo téZ napét'ova matice tuhosti. Uvedené nazvy zdiraziiuji
skutecnost, ze matice nezavisi na materialovych vlastnostech, nybrz na geometrii a aktudlnim
stavu napjatosti. Matice ks se krom¢ stabilitni analyzy vyuziva i pfi plné nelinedrnim
priristkovém feseni, kde naptiklad zabezpecuje, ze piicné zatizeny nosnik se pii soucasném
pusobeni osového tahu prohyba méné nez pii osovém tlaku.

Vychozim bodem pfi sestavovani napetové matice tuhosti je zahrnuti nelinearnich ¢lenti
do geometrickych vztahli mezi posuvy a slozkami pietvofeni. Kvilli nazornosti vykladu
predvedeme nejprve explicitni tvar matice ks pro nejjednodussi prvek, prendsejici pouze
osové sily a napéti.

vwvr

Nejjednodussi prutovy prvek

Aby bylo moZzné popsat vyboceni naseho prutového prvku, je tfeba rozsifit jeho
deformacni parametry o vertikalni posuvy v;, v, dle obr.3.3.

L /cos a

|
Obr.3.3 Prutovy prvek — stabilitni analyza

Prutovy prvek se mize axidln¢ deformovat, ziistava vSak stale piimy. Osové pietvoieni je
1 2
U, —u v, =V
e=¢g,+e&, kde & =—2—1 ¢ =(21j ) (3.1

Slozka ¢, byla ziskana z &, = AL / L , ptitom AL je zvétSeni délky prvku, souvisejici s rotaci
prvku o maly thel a bez vodorovného posuvu koncovych bodl. Vysledny vztah pro &, byl
ziskan pouzitim prvnich dvou Clent secantové fady ve vyrazu



2 L _ 2
AL=-L 1 -peca-1y=r% K[| (3.2)
cosa 2 2

Energie napjatosti prvku je W = E.S.L.¢’/2 . Odtud
W=ESL(&’2+e,e,+67/2)=ESL(e’+¢%)/2 +FLs,, (3.3)

kde soucin E.S.g, byl interpretovan jako osova sila F (kladnd v pfipadé tahu). Pfi linearni
interpolaci posuvll je mozno slozky pfetvofeni vyjadiit v zavislosti na deformacnich
parametrech

1 u,
&, ZZ[_I 1:1:’/[2:| > (34)

I (v ' T i
g, =2L2Lj [-1 1] [-1 1]Lj . (3.5)

Vyrazy &’ a &, jsou kvadratickou funkci deformagnich parametrd, vyraz &, je funkci
4.stupné a je mozno ho oproti piredeSlym zanedbat. Celkovou energii napjatosti prvku tak

T
dostaneme pro & = [u1 V), Uy ,vz] ve tvaru

1 0 -1 0 00 0 0
00 0 0 0 1 0 -1

w=Lgr| BS el 5 (3.6)
2 | L|-1 0 1 ol Lo 0 0 0
00 0 0 0 -1 0 1

Prvni z matic je standardni matici tuhosti prutového prvku dle vztahu (3.18). Druhd matice je
hledana napétova matice tuhosti ks, zavisld na geometrii a aktualni hodnot¢ osového zatizeni
F. Protoze k sestaveni ks vzdy potfebujeme osovou silu, resp. membranové slozky napéti,
musi byt stabilitnimu 1 pIné nelinedrnimu vypoctu vzdy prediazen jako prvni krok alespon
maly linearni ptirastek, poskytujici pocatecni hodnoty pro sestaveni napétové matice tuhosti.
Celkovou matici Kq sestavime z prvkovych matic Ks stejnym postupem, jaky je pouzit pro
standardni matici tuhosti K.

Nosnikovy prvek

Uvazujme nosnikovy prvek dle obr.3.4, umoznujici kromé ohybu i pfenos osového zatiZeni.

(2 2

ui U2

w2

Obr.3.4 Nosnikovy prvek

Pretvoreni ve vzdalenosti z od neutralni osy ma velikost



W
&, =U,—2ZIW, +7’, (3.7

kde prvni €len pravé strany pfedstavuje pietvoreni od osového tahu, druhy ¢len je zptsoben
ohybem a tfeti ¢len odpovida pietvoieni &, z rovnice (3.1), ovSem psanému pro element délky
prutu dx. Carka v poli indext zde pfedstavuje parcialni derivaci podle ptislusné nasledujici

soufadnice, dvoji index za ¢arkou druhou derivaci atd. Energii napjatosti prvku pak mizeme
psat jako

W:'L”%Eef ds dx . (3.8)
0S

Po dosazeni z rovnice (3.7), upravach

S=[ds,0=[zds, 1=[z*dS, F=[Eu_ds, (3.9)
S S S N

kde F je osova tahova sila, a po zanedbani ¢lenu vy$siho fadu w..,” ziskame energii napjatosti
ve tvaru
L L L
ES EI F
W:j—uidx+j—w2xxdx+j—widx : (3.10)
2 0 2 02

0

Prvni ¢len vede na standardni matici tuhosti osové namédhaného prvku, druhy na matici
nosnikového prvku. Tteti integral vyjadiuje energii akumulovanou v elementu prutu o délce
dx, ktery se pii pusobeni osové sily F pootoCi o thel w,. Z tohoto ptispévku obdrzime
napétovou matici tuhosti nosnikového prvku. Pokud pouzijeme stejného oznaceni velicin jako
pii odvozeni standardni matice tuhosti a dale oznacime

wi= Gd , (3.11)

miZeme pii nahrazeni w,” = w,’ w, tieti vyraz v rovnici (3.10) zapsat jako

L
16"k ,6=16" [G'FGxs, (3.12)
0

kde explicitni tvar napétové matice tuhosti je [6]

36 3L -36 3L

F 41) 3L I?
k, =—o0 ) (3.13)
30L 36 -3L
Sym. 41°

Obecna formulace matice k,

V ptedchozich odstavcich jsme odvodili matici k, pro dva specidlni piipady prvka,
namahanych pouze tahem/tlakem v prvnim ptipad¢ a s uvazovanim ohybu v ptipadé druhém.
Tento postup je pro komplikovangjsi ptipady vzdy spojen s pochybnostmi, zda jsme pfi
odvozeni neopomnéli néktery z dalezitych prispévkl. Ukazeme proto nyni obecny piistup,



ktery sice postrada nazornost predchozich postupd, ale z n€hoz miizeme vsechny diléi ptipady
ziskat dodate¢nym vypusténim vSech nadbytecnych ¢lend.

Jak jsme si jiz ovétili, pro sestaveni napét'ové matice tuhosti je dilezité zahrnuti nelinearnich
¢leni do geometrickych vztahl. V obecném piipad€, s vyuZitim sumacéniho pravidla pro
opakujici se indexy, mizeme tyto vztahy zapsat ve tvaru

gy =5, +tu; +u u, ), (3.14)

ktery definuje tzv.Greenliv-Lagrangeiv tenzor velkych pietvoreni [4]-[6]. Jak je zfejmé, prvni
dva cleny ptedstavuji linearni ¢ast geometrickych vztahli — obvykly inzenyrsky tenzor
pretvofeni, posledni prispévek je pak nelinearni, ktery v pfipadé malych deformaci
zanedbavame. Po rozepsani obvyklou notaci pruznosti ma napt. slozka g dle (3.14) tvar
ex=uyt Ul vl +twed) /2, (3.15)
a zkos Yoy =Ux T Vyt(Uxuy+vivy+twiwy)/2. (3.16)

Jestlize uvazujeme obvyklou aproximaci posuvii v MKP

u
u=/v|=No, (3.17)

w
kde bazové funkce v matici N 1 deformacni parametry & zaviseji na konkrétnim typu prvku

(viz napf. prostorovy Ctyfstén), musime pro sestaveni nelinedrni Céasti tenzoru pietvoreni
zavést dals$i matice. Je to nejprve matice h, obsahujici parcidlni derivace slozek posuvi

h=[u, u,u. vev,v.: wy w, w_| T, (3.18)
h=G.J3, (3.19)

kde G je matice vznikl4 parcidlnimi derivacemi bazovych funkci N. Dale definujeme matici

u, 0 0 v, 0 0 w, 0 0]
0 u ) 0 0 v, 0 0 w, 0
O ., 0 0 v, 0 0 w, 320
Q= wu, u, 0 v, v, 0 w, w0 (3.20)
0 u, u, 0 v, v, 0 w, w,
U, 0O u, v, 0 v, w, 0 w, |

S pomoci nové zavedenych matic nyni mizeme vyjadfit nelinearni ¢ast tenzoru pietvorena
jako

gy, =3QGo. (3.21)
Prace nelinearni slozky tenzoru ptetvoreni na konstantnich membranovych slozkach napéti
¢’ =[0,,0,,0.,7,,,7,.,7..] (3.22)
je rovna
w=e, 0dV =18"[G"Q cdV = 15" [G'SGdV3 = 13"k 3. (3.23)
\4 \4 Vv

Pfi této uprave byla pouzita na prvni pohled ne zcela zifejma rovnost



s 00 o, T, T,

Q'6=SGd,kde S=|0 s 0|,s=|7, o, 7,.]|. (3.24)
0 0 s T o
Xz yz z

Jak je patrné ze vztahu (3.23), napétova matice Kk =IGTSGd V' je symetricka, zavisi na
Vv

dosaZené Urovni membranové napjatosti S a nelinedrni €asti tenzoru pietvoreni, vyjadiené
pomoci G.

Reseni linedrni stability jako zobecnéného viastniho problému

Odvozenou prvkovou matici ks pouzijeme k sestaveni globalni napétové matice Kq, které
probihd sumaci vSech prvkovych ptispévki podle stejného algoritmu, jako u ostatnich
globalnich matic MKP. K zakladni rovnici pro urceni kritického zatizeni pii ztraté stability
nyni mizeme dojit nasledujici tvahou: jestlize az do okamziku ztraty stability je problém
linearni, pak se neméni charakter rozlozeni membranovych napéti, ale pouze jejich velikost.
Matici K, miizeme proto sestavit pro libovolné zvolené referencni zatizeni Fy. Pfi A-nasobku
pusobiciho zatiZzeni bude i1 napétova matice tuhosti rovna LK, Otdzkou nyni je, pii jaké
velikosti zatizeni dojde k situaci, v niz mohou existovat dva rozdilné rovnovazné stavy
deformace, dané dvéma riiznymi maticemi posuvit U a U + U. Pro oba stavy musi platit
podminky rovnovahy:

(K+1Ks).U=21F, (3.25)
(K+1Ks).(U+T)=21F, (3.26)

Odectenim prvni rovnice od druhé ziskdme rovnici zobecnéného vlastniho problému

(K+2Ks). U =0 (3.27)

cvwr

vlastni ¢islo A;, umoziujici stanovit nejmensi kritické zatizeni F; = A;.Fy . Jemu odpovida
vlastni tvar U, ktery ptedstavuje charakter vyboceni pii ztraté stability, nikoli jeho velikost.

Praktické feSeni problému linedrni stability tedy zahrnuje vzdy dva kroky:

1. Pro zvolené referencni zatizeni je nutno spustit linearni vypocet, umoznujici stanovit
membranovou napjatost a z ni sestavit matici K.

2. Sestaveni a feSeni rovnice (3.27) ve druhém kroku probihd nékterym ze znamych
numerickych algoritmi na feSeni vlastniho problému [9].

Ukazme nyni vysledky n¢kolika uloh, fesenych vyse uvedenym algoritmem, a to opét pomoci
systétmu ANSYS, s vyuZitim prvku SHELL63. Prvnim ptikladem je valcovéa skofepina, na
obou koncich vetknutd, zatizend vnéj$im pretlakem — viz ptiklad 3.3.



Druhou ilustrativni tlohou je ptipad osové zatizeného prutu profilu U dle obr.3.5, podrobné
analyticky feSeného v [16]. Detailni zadani a postup feseni je popsan v ptikladu 3.4. Nasim
cilem je upozornit na kvalitativné rizny charakter ztraty stability v zavislosti na délce prutu.
Pro kratké pruty je charakteristické lokalni bouleni stén pasnic nebo stojiny, u vétSich délek
dochazi k ohybové-krutovému vyboceni stfednice a teprve pro dlouhé pruty je typické
ohybové vyboceni. Vypocet byl proto proveden pro tfi rizné délky prutu tak, abychom
dokumentovali schopnost numerického feSeni spravné urCit rlizny charakter ztraty stability
prutu. Vysledky jsou uspotfadany v tab.3.1, kde jsou pro kazdou z délek pro informaci
uvedeny tfi nejnizsi kritické hodnoty osové sily, 1 kdyz z hlediska hodnoceni konstrukce nés
samoziejmé zajima pouze prvni z nich. Prvni vlastni tvar pro kazdou z délek je uveden na
obr.3.6-3.8; pismeny L, K, O je v tabulce vyznacen charakter ztraty stability: lokalni (L),
ohybové-krutova (K) a ohybova (O). Nékteré z numerickych vysledkl je mozno konfrontovat
s analytickymi dle [16], které jsou rovnéz uvedeny v tabulce. Jak je patrné, pii postupném
zkracovani prutu se projevuje prechod od ohybové pies ohybové-krutovou az k lokalni ztraté
stability, s odpovidajicim zvySovanim hodnoty nejmensi kritické sily.

Poslednim ptikladem bifurka¢niho chovéani, na ktery zde chceme upozornit v ptikladu 3.6, je
tzv. klopeni vysokych nosnikii. Typické je zejména pro I-profily s velkou vySkou stojiny,
namdhané ohybem v rovin¢ stojiny, které mohou ztratit stabilitu vyboc¢enim kolmo na rovinu
ohybu — viz obr. 3.9. Opét se jedna o piipad, ktery miize snadno uniknou pozornosti mén¢
zkuSeného uzivatele MKP pfi posuzovani vysledkl standardni napétové-deformaéni analyzy.

A

Obr.3.5 Stabilitni analyza U-profilu, osové zatizeni, kloubové ulozeni koncii
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Obr.3.7 Ohybové-krutova ztrdta stability pri délce prutu 1000mm, Fi. = 0,572.10°

(zobrazena jen polovina délky prutu)
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Obr.3.8 Ohybovd ztrdta stability pii délce prutu 3000mm, Fy, = 0,138.10° N
(zobrazena jen polovina délky prutu)

Délka [mm] Kriticka sila [10° N]
Fi1 Firo Fis
500 1,30 L (obr3.6) [1,51 K (analyt.1,66) | 1,57 L
1000 0,572 K (obr3.7) |1,19 ) 1,26 L
3000 0,137 O (obr.3.8) |0,184 K (anal. 0,177) {0,573 K
(analyt. 0,138)

Tab.3.1 Kriticka sila pro ruzné délky prutu (L, K, O znaci lokalni, ohyboveé-krutovou a
ohybovou ztratu stability)
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Obr.3.9 Deformace nosniku pfi ztraté stability klopenim

Nelinearni analyza

Geometrie a zatizeni realnych tenkosténnych konstrukei jsou Casto takové, ze jednotlivé
prvky konstrukce jsou od samého pocatku namahany kromé membranovych napéti i ohybem.
Unosnost takové konstrukce nelze potom posuzovat z vysledki stabilitni analyzy dle
ptedchoziho odstavce, nebot’ ke ztrat¢ stability a k bifurkaci nedochdzi. Ktivka zatizeni-
deformace je hladka, nedochédzi k jejimu vétveni, je ovSem nelinedrni. Ucebnicovym
ptikladem je srovnani Eulerova vzpéru pfimého prutu na jedné strané s prutem s pocatecni
ktivosti na stran¢ druhé. Jedind moznost, jak spolehlivé numericky fesit takové ptipady, je
uskuteCnit pln¢ nelinedrni feSeni s postupnymi piirstky zatizeni. Neline4drni pfistup je
schopen analyzovat odezvu konstrukce na postupné vzristajici zatizeni, pfipadné i
s naslednym odlehéenim. Kromé geometrické nelinearity je zpravidla nutno uvazovat i
nelinearni chovani materialu. Problémem jiz v etapé zaddvani takového problému je nutnost
realistického zadani imperfekei (tvaru, zatizeni, vazeb), jejichz velikost mize zasadnim
zpusobem ovlivnit vysledky. K jedinému ptipadu bifurkacniho chovéani tak Ize podle velikosti
a charakteru imperfekci ptifadit teoreticky nekone¢né mnozstvi geometricky podobnych, ale
deformacné-napétovou odezvou navzijem rozdilnych piipadi. Néaroc¢nost takového vypoctu
z hlediska tvorby adekvatniho numerického modelu, vlastni realizace vypoctu 1 jeho
vyhodnoceni je znac¢na.



Vzhledem k tomu, ze rozsahld problematika nelinearni analyzy je ndplni samostatného
kurzu, navazujiciho na ptrednaSky pfedmétu Pocitacové metody mechaniky II, nebudeme se ji
na tomto misté podrobnéji zabyvat. Zajemce o problematiku mizeme odkazat na [5], [6], [7],
[9], [10], [17]. Na tomto mist¢ uvedeme pouze ilustrativni piiklad 3.5. Jednd se o feSeni U-
profilu o délce 3000 mm dle predchoziho odstavce, ktery je zatizen osovou silou, jejiz
profilu. Jedna se tedy o imperfekci zatizeni, jehoz vyslednice neprochazi tézistém prifezové
plochy prutu. Na obr.3.10 uvadime nelinearni pribéh zavislosti osové sily na axidlnim posuvu
kloubové podepieného konce prutu. Zietelné je vidét vyrazné “zméknuti” této zavislosti
v blizkosti kritické hodnoty sily, ziskané linearni stabilitni analyzou v Piikladu 3.4 (Fy =
0,137.10° N).

Rozséhlejsi simulace borceni a odezva konstrukce po ztraté stability je obvykle
realizovana pomoci explicitnich algoritmi MKP, vhodnych obzvlasté¢ pro simulaci crash-
testll. Dvé z jednodusSich uloh tohoto typu jsou uvedeny jako ptiklad 3.7 a ptiklad 3.8. Prvni
predstavuje borceni tenkosténného uzavieného ctvercového profilu se zaoblenymi rohy pfi
osovém zatiZzeni. Deformovany tvar je na obr.3.11, animovany prib¢h borceni je uveden zde.
Druhy ptiklad predstavuje deformaci valcové skofepiny pti osovém zatizeni. Tento piiklad je
inspirovan experimenty, uvedenymi na obr.2.6-2.11. Jednotlivé faze borceni valcové stény 1
animovany prubéh deformace jsou uvedeny v piikladu 3.8 a na obr.3.12-3.13.
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Obr.3.10 Zavislost osove sily na axidalnim posuvu konce prutu
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Obr.3.11 Stfedni faze borceni profilu — feSeno explicitnim algoritmem
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11 MKP v dynamice

Problematice feSeni dynamiky spojitych prostredi 1 diskrétnich soustav v ustaleném 1
prechodovém stavu byl vénovan predmét Pocitacove metody mechaniky v dynamice. Zde si
proto vSimneme jen nékterych specifik, které vyplyvaji z aplikace MKP na problémy
dynamiky, aniz bychom se dale zabyvali metodami feSeni pohybové rovnice pro jednotlivé
piipady, které lze nalézt napt. v [18]. Zastavime se zejména u diskretizace dynamického
problému, jmenovité u zpisobu sestaveni matice hmotnosti. Dale vysvétlime rozdily mezi tzv.
“explicitnim” a “implicitnim” algoritmem MKP. Podrobnéji je spojeni dynamiky s MKP
pojednano v publikacich [4], [5], [6], [9], [19].

11.1 Diskretizace dynamického problému pomoci MKP

Sestaveni zakladnich matic pfi feSeni dynamické ulohy budeme op¢t ilustrovat na
jednorozmérné uloze dle odst.3.2. U dynamickych uloh jsou hledané veli¢iny a tedy i1 posuvy
jako nezavislé nezndmé funkci Casu, rovnice (3.6) ma tedy podobu

u(x,t)=N(x).8(¢) , (11.1)

jejich ¢asovou derivaci pak ziskame rychlosti a zrychleni uzlovych bodi
i=N.§ , (11.2)
i=N.§ . (11.3)

Setrvacné sily zahrneme do algoritmu MKP prostfednictvim objemového zatizeni, které
roz§ifime pomoci d'Alembertova principu o setrvaény ¢len —pii . Dosazenim takto

rozSifen¢ho objemového zatizeni do vyrazu pro celkovou potencidlni energii [T dostaneme
v piipad¢ nasi jednorozmérné ulohy

H:ljangx+jupﬁde—jupngx (11.4)
2 L L L

Zaméfme se na 2. ¢len tohoto vyrazu, ktery ptfedstavuje ptispevek setrvacnych sil a rozsituje
celkovou potencidlni energii (11.4) oproti vyrazu (3.10). Dosazenim zau a iz (11.1) a (11.3)
ziskame

STINTpNdeS:STms , (11.5)

X

kde m je matice hmotnosti prvku, jejiz explicitni tvar pro nas prutovy prvek je

L 11.6
M= 2| (11.6)



Ostatni ¢asti funkcionalu I'T dle 11.4 vedou po diskretizaci k prvkovym maticim tuhosti k a
zatizeni f, jak bylo detailné uvedeno v odst.3.2.2 a 3.2.3. Sestaveni celkové matice hmotnosti
M se provede z prvkovych ptispévkil stejn€, jako u matice K, a po predepsani okrajové
podminky u; = 0 ma zakladni rovnice MKP pro dynamickou tlohu bez tlumeni tvar
M.U+K.U=F() . (11.7)

Celkova matice hmotnosti vypada v nasem konkrétnim ptipadé takto:

| 410
M=—phs|1 4 1}. (11.8)
01 2

Vzhledem k identickému algoritmu sestavovani celkovych matic M a K z prvkovych
prispévkl ma M i stejnou strukturu obsazeni nulovych a nenulovych prvki jako K. Takto
sestavend matice hmotnosti se nazyva konzistentni. Kromeé toho se v MKP ¢asto pracuje

s matici hmotnosti diagondlni, jejiz pouziti byva v souvislosti s n€kterymi algoritmy feSeni
dymanickych tloh vyhodnéjsi. Diagonalni matice je nejcastéji vytvorena pfi¢tenim hodnot
mimodiagonalnich prvka kazdého fadku konzistentni matice na diagonalu, fyzikalné pak
predstavuje soustiedéni hmotnosti ptilehlé ¢asti prvku do uzlu. V nasi tloze by diagonalni
matice hmotnosti méla tvar

1 2.0 0
M=_p h$|0 2 0 (11.9)
00 1

Kromé matic hmotnosti a tuhosti je v mnoha ptipadech nutno do pohybové rovnice zahrnout i
vliv tlumeni prostednictvim matice C. Zakladni rovnice v dynamickém ptipadé ma potom
tvar

M.U+C.U+K.U=F(). (11.10)

Na rozdil od matic K, M, které jsou odvozeny od dobie znamych a snadno méftitelnych

materidlovych vlastnosti (modul pruznosti E, Poissonovo ¢&islo p, hustota p), je podobné

odvozeni matice tlumeni problematické. Na vysledném efektu tlumeni se totiz asto spole¢né

podileji riznou mérou tfi odlisné vlivy:

- materidlové tlumeni, tj. nevratna preména ¢asti deformacni energie v teplo,

- konstrukéni tlumeni, zpisobené mikroprokluzy a tfenim mezi riiznymi montadznimi celky,
spojenymi pomoci Sroubil, nytl, cepli a jinych spojovacich prostiedkd,

- tlumici vliv prostiedi, nartistajici s rychlosti dynamickych déjt a viskozitou okoli.

Vyjadfit matici tlumeni jednoduchym a ptitom spolehlivym zptisobem z elementarnich

fyzikalnich veli¢in, popisujicich vySe uvedené vlivy, je prakticky nemozné. Nejcastéji se

proto matice tlumeni formuluje jako proporcionaln¢ umeérna ( tzv. ,,proporcionalni tlumeni* )

dvéma zbyvajicim maticim (11.10), tedy ve tvaru

C=a.M+B.K (11.11)

kde konstanty a a f musi byt stanoveny experimentalné z méteni odezvy analyzované
dynamické soustavy.



11.1.1 Vlastni netlumené kmitani

Nejcastéji provadénym typem dynamického vypoctu pomoci MKP je uloha vlastniho
(volného) netlumeného kmiténi, ozna¢ovana té¢Z jako modalni analyza — urceni vlastnich tvarii
a frekvenci. Tento problém vychazi z rovnice (11.7), v niz neni uvazovano buzeni

MU+KU=0 (11.7a)

Za predpokladu harmonického kmitani U = Ue'” dostaneme po dvoji derivaci, dosazeni do
(11.7a) a uprave

(K-Q°M).U=0, (11.7b)

kde U je sloupcova matice amplitud harmonickych kmitii a Q tihlova frekvence kmitani.
Jedna se z matematického hlediska o feSeni tzv. viastniho problému, znamého 1 z jinych
kapitol mechaniky (viz hlavni slozky tenzoru napéti, Eulertiv pfipad ztraty stability aj.). Jak
znamo, rovnice (11.7b) ma netrividlni feSeni pouze pro diskrétni hodnoty viastnich frekvenci
Qi, i = I,n, kde n je fad matic K, M. Vlastni frekvence plynou z podminky nulového
determinantu

det\K - Q2M\ =0 (11.7¢)

Kazdé z vlastnich frekvenci Q; piislusi vlastni tvar kmitani U, . Podrobnéji je problematika
pojednéna v kazdé ucebnici dynamiky a kmitani, viz napft. [18]. Zde pouze zdlraznéme, ze
v systémech MKP se k feseni viastniho problému standardné nabizi cela fada algoritm1l,

v Ansysu napft. sedm, vhodnych pro rizné ptipady. Pro velké soustavy se symetrickymi
maticemi bez tlumeni dle rovnice (11.7b) lze doporucit metodu iterace v podprostoru
(subspace iteration method), piipadné Lanczosovu metodu.

Cilem modalni analyzy je v prvni fad¢ ziskani zakladnich dynamickych charakteristik
feSené struktury tak, aby bylo mozno ptedejit rezonanci za provozu. Krom¢ toho je ovSem
modalni feseni vychozim bodem pro mnohé dalsi, podrobnéjsi dynamické analyzy jako je
analyza pirechodovych déjti, harmonicka ¢i spektralni analyza. Zpravidla neni nutno z (11.7b)
urcovat vSechny vlastni frekvence a tvary kmitani, ale pouze malé mnozZstvi nejnizsich
vlastnich hodnot. U téch za provozu nejvice hrozi kolize s nékterou z budicich frekvenci

vngjsiho zatiZzeni a dosazeni nebezpecného rezonan¢niho stavu se vSemi negativnimi
duasledky.

V MKP systémech byva obvyklé k vlastnim tvarim U , tedy k amplituddm posuvi,
dopocitavat i1 jim odpovidajici pribehy napéti — tedy amplitudy slozek napéti pii dané
frekvenci. K tomu je tfeba pfipomenout, Ze feseni vlastni ilohy poskytuje amplitudy U i
amplitudy napéti v podobé pomérnych cisel, jistym zpisobem normovanych. Nelze tedy urcit
konkrétni hodnoty napéti, nybrz pouze tvar napétového pole pii dané frekvenci.

Hodnoty vlastnich frekvenci na vystupu ze systémi MKP pak byva obvyklé
poskytovat ne v podobé tthlovych frekvenci Q, ale v podobé frekvence (kmitoctu) f,
vyjadiené v Hz:

f=Q/2mn.

[ustrativni feSeni problému vlastniho kmitani je pfedvedeno v Piikladu 11.1. Jedna se
o jednoduchou tenkosténnou konstrukci dle obr.11.1. Vysledky prvnich Sesti vlastnich tvara
v animované podob¢ jsou uvedeny v souborech model.avi, mode2.avi, mode3.avi,
mode4.avi, mode5.avi, mode6.avi., vybrané tvary pak na obr.11.2-11.5.




Obr.11.1 Vypoctovy model konzoly pro analyzu viastnich tvari a frekvenci
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Obr.11.2 Prvni viastni tvar kmitani konzoly
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Obr.11.4 Treti viastni tvar kmitani konzoly
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Obr.11.5 Sesty viastni tvar kmitani konzoly

11.1.2 Vynucené netlumené harmonické kmitani

Uvazujme mechanickou soustavu bez tlumeni, kterd je harmonicky buzena soustavou sil
M.U+K.U=Fe™ . (11.7d)

V ustaleném stavu bude cela soustava kmitat harmonicky s budici frekvenci U = Ue'™ .

Velikost amplitud kmitani U dostaneme obdobné jako v piedchozim odstavci dosazenim za U
do rovnice (11.7d) a tpravami. Ziskame tak rovnici pro uréeni U ve tvaru

K.U=F, (11.7¢)
kde K je dynamicka matice tuhosti:
K = (K- o’M). (11.79)

Na rozdil od feseni vlastniho problému je nyni ® zndma budici frekvence a matici K je
snadné sestavit, pokud plati ® # Qi, i = 1,n. V piipadé rovnosti mé matice K nulovy
determinant (srovnej s (11.7.c)) a soustava (11.7¢) nemé jednoznacné feSeni. To je v souladu
se skutecnosti, ze budici frekvence je rovna vlastni frekvenci a netlumena soustava je

v rezonanci — amplitudy rostou nade vSechny meze.

Ukazme feSeni tlohy vlastniho kmitani s navazujici analyzou vynucenych kmitt na Piikladé
11.1.2a11.1.3.




11.2 Implicitni a explicitni algoritmus MKP

Termin implicitni, resp. explicitni kone¢né prvky se vztahuje ke zptisobu Casové integrace
pohybové rovnice (11.7), resp.(11.10). Mohlo by se tedy zdat, Ze jako metoda feSeni
pohybové rovnice tato problematika s kone¢nymi prvky souvisi jen vzdalené. Jak ovSem
uvidime, algoritmus samotného sestavovani pohybové rovnice je s metodou jejiho nésledného
feSeni Uzce svazan a proto je opravnéné hovofit o riiznych variantach algoritmu MKP.

11.2.1 Implicitni algoritmus

Uvazujme feSeni nestacionarniho dynamického problému bez tlumeni, popsaného pohybovou
rovnici (11.7). Pfedpokladejme, Ze zname feseni v Casovych okamzicich ty, t, to, ... t, a naSim
ukolem je urceni vS§ech neznamych veli¢in v ¢asovém okamziku t,.;. Aktudlni casovy krok je

At =ty - t, . Pohybova rovnice v Case t,+; ma podobu

M.Up +K. Uy =F i1 . (11.12)

Nejprve vyjarime hledané rychlosti a zrychleni z diferen¢nich formuli

Uni=(U,_, ~U )/ Al (11.13)
Unit =(Un—U,)/ At (11.14)

Vyuzitim piedchozich vyrazii 1ze zrychleni U, vyjadfit prostiednicvim posuvil
Uni1 = (Ups =2 Up + Uy ) / AF (11.15)

a dosadit do (11.12). Po tpravé ziskdme soustavu rovnic pro urceni nezndmych posuvill v ¢ase

tht1
(K+MAP) Upsi =Fpi1 + M (2 Uy - Uy ) /A2 (11.16)
Pokud ozna¢ime jako dynamickou matici tuhosti matici
K= K+ M/At (11.17)
a dynamickou matici zatizeni matici
F=F, 1 +M(2U,-U, )/At, (11.18)
pak posuvy v Case tn+ ziskame feSenim soustavy, formaln¢ podobné statickému problému
K.U,  =F . (11.19)

V praxi se Castéji nez ilustrativné pouzita metoda doptfednych diferenci pouziva u implicitnich
algoritmi napiiklad Newmarkova metoda [17], podstatné rysy implicitniho algoritmu vSak
zlstavaji zachovany:

1. Posuvy v ¢ase ty:+) ziskdvame z pohybové rovnice v tomtéz ¢asovém okamziku, odtud
nazev algoritmu — implicitni.

2. Pfi zanedbatelnych setrva¢nych silach je mozno ze soustavy (11.19) vypustit matici
hmotnosti M a problém piejde v feSeni statické tllohy — rovnici (3.30) je z tohoto hlediska
mozno povazovat za limitni pfipad nestaciondrniho dynamického problému, fesen¢ho
implicitnim algoritmem. Proto se nékdy hovoii o implicitnim feSeni 1 v souvislosti se
statickou tlohou.

3. Pii feSeni kazdého ¢asového kroku je tieba opakované fesit soustavu (11.19), véetné
¢asov¢ narocné triangularizace dynamické matice tuhosti. Pouze v pfipadé linearni tlohy
a konstantniho ¢asového kroku je mozno triangularizaci matice K uskute¢nit jen jedenkrat



v prvnim kroku a v naslednych krocich opakovat pouze rychlou redukci pravé strany a
zpétny chod.

4. TImplicitni algoritmus je nepodminéné stabilni, to znamena, ze feSeni je stabilni bez ohledu
na volbu délky ¢asového kroku At. Pozor - nezaménovat stabilitu a presnost: pii
nevhodné délce At mlize byt samoziejmé vysledek nepiesny z hlediska naSich pozadavkl
na soulad mezi chovanim vypoctového modelu a skutecného mechanického systému,
pritom se vSak chova stabilng, tzn. Ze vysledky nerostou nekontrolované nade vSechny
meze. Pro nestabilni chovani je typické naprosté zhrouceni vypoctu béhem nékolika
casovych krokd.

V disledku vlastnosti €.3 a4 je pfi pouziti implicitniho algoritmu snahou aplikovat co

nejdelsi ¢asové kroky. Velké kroky pak vyzaduji pouziti tenzorti velkych deformaci pfi

popisu kinematiky pohybu a vedou na nutnost uskutec¢nit v rdmci jednotlivych kroki iterace
tak, aby byla dostate¢né piesné splnéna pohybova rovnice (11.16) v kazdém ¢asovém
okamziku. To je zpravidla uskute¢iiovano pfirtstkové-iteracnim algoritmem modifikované

Newtonovy-Raphsonovy metody.

Ptiklad $ifeni napét'ové viny obdélnikovou oblasti, feSeny implicitnim algoritmem jako 2D

uloha, je v animované podob¢ uveden zde. Detaily k zadani a feSeni dané illohy jsou uvedeny

v Prikladu 11.2.1.

11.2.2 Explicitni algoritmus

Podobné jako v piedchozim odstavci je naSim cilem feSeni pohybové rovnice (11.7),
k aproximaci zrychleni ale nyni pouZijeme metodu centralnich diferenci

Un=(Up1 =2 Uy +Upy ) /A . (11.20)

Dosazenim zrychleni do pohybové rovnice v Case t,
M.U,+K.U,=F, (11.21)

ziskdme po Upravach rovnici pro posuvy v €ase ty+
(M/AP) Upii =F— K. Uy + M (2 U, - Upy )/ AL . (11.22)

Uved’'me zékladni charakteristické rysy explicitniho algoritmu ve stejném potadi, jako

v ptedchozim odstavci — tim vyniknou i zakladni rozdily mezi obéma piistupy:

1. Posuvy v ¢ase ty+) ziskdvame z pohybové rovnice (11.21), psané pro piedchozi Casovy
okamzik t,, odtud nazev algoritmu — explicitni.

2. Pfi zanedbani matice hmotnosti se algoritmus stane nepouzitelny, nelze tedy piimo fesit
statické ulohy. Toto omezeni se pii pouziti explicitniho algoritmu obchazi naptiklad tak,
7e se statickd rovnovaha dosahuje jako asymptoticky stav prechodového procesu
s kritickym tlumenim. Jinou moZnosti je takové zadani hmotnosti nebo rychlosti, pii
kterém jsou setrvaéné sily (kinetickd energie) fadove zanedbatelné vici pretvarnym sildm
(deformacni energii) feSené soustavy. Problém je pak formaln¢ feSen jako dynamicky,
fakticky se vSak jedna o statické feseni.

3. Zasadni vyhoda explicitni formulace se projevi pii pouZiti diagonalni matice hmotnosti
M. V takovém piipad¢ se totiz soustava (11.22) rozpadne na samostatné nezavislé
rovnice. Z kazdé¢ z nich lze ptimo vyjadiit neznamou uz na trovni prvka bez nutnosti
sestavovani a nasledné triangularizace globalnich matic tuhosti a hmotnosti. Jeden ¢asovy
krok explicitniho algoritmu je tak o n€kolik fada rychlejsi, nez odpovidajici krok
implicitniho feSeni. Navic pfi zvySovani velikosti uloh nariistd pocet operaci explicitniho
fesice pouze linearné s poctem neznamych, zatimco u implicitniho se navic projevuje



kvadraticka zavislost na Sifce pasu/fronty matice soustavy (11.19). To je zvlasté u

prostorovych problému se slozitou topologii sit¢ vyrazné omezeni implicitniho algoritmu.
4. Podstatnym omezenim explicitni formulace je naopak podminénd stabilita algoritmu.

Stabilni vysledky dostaneme pouze pii dodrZeni dostate¢né malé délky ¢asového kroku

At < At , (11.23)

kde kriticka délka ¢asového kroku At zavisi na hustoté sité a rychlosti ¢ Siteni zvuku
(napétovych vin) vySetfovanym prostfedim

Ate=L/c ; ¢c=V(E/p). (11.24)

V ptedchozich vyrazech je L charakteristicky rozmér nejmensiho prvku sité, E modul
pruznosti v tahu a p hustota materidlu. Kriticky casovy krok 1ze tedy interpretovat jako
dobu prichodu napét'ové viny nejmensim prvkem sité. Pii typickych rozmérech prvki

v béznych analyzach a rychlosti Sifeni napétovych vin v oceli ¢ = 5000 m/s vychazi ¢asto
délka dasového kroku velmi mala, fadové i 107 +107 s. To je 100+1000x méné nez
obvykly €asovy krok implicitniho algoritmu. Pfi pouziti explicitniho algoritmu je tedy
analyzovany Casovy interval rozdélen na mnohem vice kratkych ¢asovych krok, jejichz
feSeni je ale mnohem rychlejsi, nez v implicitnim ptipad€. Vzhledem k malé délce kroku
odpadaji iterace uvnitt kroku a rovnéz popis kinematiky pohybu pii velkych deformacich
je jednodussi.

Zakladni srovnani charakteristik explicitniho a implicitniho algoritmu je uvedeno
v nasledujici tab.11.1.

Tab.11.1 Srovnani explicitniho a implicitniho algoritmu MKP

Explicitni

Implicitni

Vyhodné pro tfidu
problémil

rychlé dynamické pirechodové
déje s vyrazné nelinearnim
chovéanim typu borceni
skotepin, razova zatizeni, velké
prostorové tlohy

s komplikovanou topologii sité

statické a ‘pomalejsi‘ dynamické
ulohy s mirnéj$imi nelinearitami
typu plasticity, rovinné a
topologicky jednoduché prostorové
sité

Charakter softwaru

jednoduchy koéd, vse ve vnitini

komplikovanéjsi programy,

paméti komunikace s vnéj$i paméti
Casovy krok maly vétsi (typicky 100x, 1000x)
Inverze matic ne ano
Rovnovazné iterace ne ano

v ramci kroku

Popis kinematiky
pohybu v ramci kroku

malé rotace

velké rotace

Pozadavky na pamét’

malé

velké

Ze srovnani vlastnosti obou typi algoritmii vyplyva vhodnost explicitniho algoritmu
v ptipadech analyzy velmi rychlych déjii na topologicky slozitych prostorovych sitich. Ne

v

vewr

simulace bariérovych zkousek automobilti, dynamické tnosnosti leteckych konstruket,

disledki explozi ¢i priisttelt ocelovych konstrukcei a podobnych déjt. Prakticky vzdy jsou
tyto procesy spojeny s velkymi materialovymi i geometrickymi nelinearitami. Pfiklad takové
analyzy — zborceni tenkosténného profilu pti jeho rdzovém zatiZeni v osovém sméru — je
uveden zde a na obr.11.6, detaily k uvedené uloze viz Priklad 11.2.2.



Mezi nejvyznamnéjSimi programy, vyvinutymi vyluéné na uvedené bazi explicitniho
algoritmu, je tfeba jmenovat programy LS-DYNA a PAM-CRASH. Kromé toho se moznost
explicitniho feSeni stale Castéji objevuje jako volitelna varianta i ve velkych komer¢nich
systémech, tradicn€ budovanych na implicitnim algoritmu. V kazdém piipadé muize pro
nekteré tiidy tloh pfechod z implicitni na explicitni feSeni znamenat velmi vyznamné, i
fadové urychleni vypoctu. K urychleni smétuji vedle jiz vyjmenovanych p¥icin i dalsi opateni
explicitnich algoritmd, jako je specialné oSetfend redukovana integrace prvkovych matic.
Pouziti jednobodové integrace oproti integraci fadu 2 u prostorovych masivnich prvki (viz
odst.5.3.3), vede k osmindsobnému urychleni procesu sestavovani prvkovych matic, coz opét
vyrazné zkrati dobu feSeni jednoho casového kroku.
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Obr.11.6 Stfedni faze borceni profilu — feSeno explicitnim algoritmem



12 Vedeni tepla a teplotni napjatost

Vedle napét'ové-deformacni analyzy je prave analyza vedeni tepla patrné druhym
nejrozsifenéjsim typem ulohy v oblasti inzenyrskych vypoctl, vyuzivajicich MKP. Oba typy
uloh jsou navic velmi ¢asto spojeny vzajemnou navaznosti pti analyze teplotni napjatosti, kdy
je tfeba nejprve urcit teplotni pole na dané oblasti a poté odpovidajici napjatost, vzniklou
nerovnomérnymi teplotnimi dilatacemi. To je typicka tloha pfi posuzovani energetickych
zafizeni a s vyhodou se zde pouziva téze sité¢ kone¢nych prvki pro feseni obou navazujicich
problémti. Hovotime pak o slabé sdruzené tepelné-deformacni uloze, kdy teplotni pole
ovlivituje deformaci a napjatost, nikoli naopak. Pokud se uvazuje ovlivnéni v obou smérech,
naptiklad pfi simulaci tvafecich procesii, kde se vyznamna ¢ast deformacni prace méni

v teplo, jedna se o p/né sdruzeny tepelné-deformacni problém.

Problematiku vedeni tepla uvadime podrobnéji i proto, Ze kromé teplotni analyzy 1ze
odpovidajici programové procedury vyuzit bez jakékoli zmény i pro n€které dalsi inZenyrskeé
aplikace. Je to umoznéno skutecnosti, ze ptislusna diferencialni rovnice popisuje vice
fyzikalné odlisnych, avSak matematicky analogickych procest. Staci tedy pouze jinak
fyzikéln¢ interpretovat jenotlivé proménné veliCiny a konstanty. Piiklady takového pouziti
procedur pro analyzu vedeni tepla jsou uvedeny v odst. 12.2.

12.1 Zakladni veli¢iny a rovnice vedeni tepla
Nestacionarni vedeni tepla pevnymi latkami je popséno diferencialni rovnici
O°T O°T O°T oT

+ +0=pc.— 12.1
o To T ) TPy, (12.1)

k.(
Tuto rovnici je nutno doplnit okrajovymi podminkami, nejéastéji v nasledujici podobé:

1. Predepsana teplota: na ¢asti povrchu t&lesa St je teplota rovna znamé hodnoté T, tedy

St:T=T (12.2)
2. Pfedepsany tepelny tok: na ¢asti povrchu télesa Sq je tepelny tok roven dané hodnoté q,
Sq : q:q>x< (123)

3. Prestup tepla konvekci (smiSend okrajova podminka): na ¢asti povrchu télesa S, nabyvaji
teplota a tepelny tok hodnot, vyhovujicich rovnici

q=0a(T-T,) (12.4)
Jednotlivé veli€iny a jejich fyzikalni rozmér jsou uvedeny v nasledujicim prehledu:
T [K] teplota, T, je teplota okoli vysSetiovaného télesa,

q[W m?] mérny tepelny tok,



o [W m?K™"] souginitel pfestupu tepla,
t [s] das

k [W m'K'] tepelna vodivost,
c[Jkg'K'] tepelna kapacita,

p[kg m>]  hustota materialu,

Q[W m”] mémy tepelny vykon.

Vztah mezi teplotou a mérnym tepelnym tokem je dan Fourierovou rovnici vedeni tepla
q=-k.gradT, (12.5)

tepelny tok je tedy umérny gradientu teplotniho pole, zdporné znaménko vyjadiuje orientaci
toku energie ve sméru poklesu teploty. Funkciondl, ktery je zakladem varia¢ni formulace
feSeni ulohy teplotniho pole, ma tvar

Iy = ; MMk T +2.peTT - 20T)V-[[4" . TdS, . (12.6)

Mezi jeho ¢leny mizeme postupné rozlisit piispévky odpovidajici teplu vedenému télesem,
tepelné kapacité materidlu, vnitinim a vnéjSim zdrojam (tepelny tok povrchem télesa). Pro
zjednoduSeni zde byl vynechan ¢len odpovidajici konvektivnimu piestupu tepla — viz napt.[6].
Primarni neznamou veli¢inou pii feseni teplotniho pole je teplota, ktera je pti diskretizaci
kone¢nymi prvky aproximovana nad prvkem obdobné jako sloZky posuvll v deformacné-
napétove analyze

T=N.dr (12.7)

kde N je matice bazovych funkci konkrétniho prvku a ér matice neznamych uzlovych teplot.
Podstatny rozdil proti deformaéné-napétovym problémlim je v tom, Ze teplota jako skalarni
veli¢ina je, na rozdil od posuvu, plné popsana jednim neznamym parametrem v uzlu. Pii
feSeni ulohy na stejné siti ma tedy teplotni tloha z hlediska poctu nezndmych zhruba
polovi¢ni (ve 2D), nebo dokonce tfetinovou (ve 3D) velikost.

Konkrétni tvar matic (12.7) mizeme ilustrovat na ptikladu rovinné tlohy, feSené pomoci
trojuhelnikového prvku s linearnimi bazovymi funkcemi dle odst.5.1. V tomto ptipad¢ je

N=[N, N, N,], (12.8)
qr=[T, T, 751" . (12.9)

kde N; = N; jsou bazové funkce dle obr.5.1, T; + T; teploty v uzlovych bodech prvku.
Casovou zménu teploty mtiizeme vyjadrit jako

T=N.5,, (12.10)
derivace podle prostorovych soufadnic pak
T =L.N.8r=B.51 , (12.11)
T
kde T = {ZT,ZT} je matice teplotnich derivaci rovinné lohy,
x oy

T
L= g,— matice diferencialnich operatora,
ox Oy

B = L.N matice, ziskana z bazovych funkci N; jejich parcidlnimi derivacemi.



Dosazenim vztaht (12.7)-(12.11) do (12.6) ziskame diskrétni podobu funkcionalu Il na
urovni prvku

1 .
Iy = E.STT.kﬁT +8, €dr =8, .(f, +1,) , (12.12)

kde k=][[B" k. BdV je prvkova matice tepelné vodivosti,

¢=J[IN".p.c.NdV prvkova matice tepelné kapacity a

fo= [IN".Qdv, f,= [INT.q" dS, jsou matice tepelného zatiZeni od vnitinich a
vnéjSich zdroja.
Sestavenim celkového funkcionalu souctem ptispévkl od jednotlivych prvkl a vyuzitim
podminky stacionarni hodnoty pomoci stejného postupu, ktery byl uveden v odst. 3.2.4-5
dostaneme vyslednou diskrétni podobu rovnice vedeni tepla ve tvaru

C,U,+K, U, =F, (12.13)

kde Cr, K, Fr jsou globalni matice tepelné vodivosti, kapacity a tepelného zatizeni a Uy je
matice neznamych uzlovych teplot. Jedna se o nestacionarni (neustaleny, pfechodovy)
problém vedeni tepla, feSeny numerickou integraci rovnice (12.13). Jako ilustrativni ptiklad
12.1 je uvedeno feseni nestaciondrniho teplotniho pole izolované priichodky potrubi
prepazkou, ktera je z jedné strany vystavena pusobeni vysokych teplot, simulujicich havarijni
podminky pfi pozaru. Vysledkem takové analyzy je podrobné zmapovany rozvoj teplotniho
pole v prubéhu sledovaného ¢asového intervalu, uvedeny v animované podob¢ zde.

Povsimnéme si nasledujicich analogii:

teplotni analyza deformacné-napétova analyza
matice tepelné kapacity Cr matice hmotnosti M

matice tepelné vodivosti Ky matice tuhosti K

matice tepelného zatizeni Fr matice mechanického zatizeni F
neznamé Ur: teploty 7' v uzlech neznamé U: posuvy u,v,w v uzlech
gradient teploty T’ pietvoreni €

tepelny tok q napéti ¢

Obdobna je i pasova struktura jednotlivych matic. Analogie se tyka i odpovidajicich
okrajovych podminek: druhé okrajovd podminka dle (12.3) je v ptipad¢ varia¢ni formulace
tzv. pfirozenou okrajovou podminkou. Prakticky to znamena, ze pokud pfi teplotni analyze
pomoci MKP na ¢asti povrchu nepiedepiSeme nic, je zde implicitné zadana podminka q = 0,
povrch je tedy dokonale tepelné izolovan. Stejné je tomu i u deformacné-napétovych
problémt, kde je na volném povrchu automaticky zadana podminka nulového normalného a
smykového napéti (viz Poznamka odst.2.4) .

Je mozné ukazat i1 rozdily — zatimco nestacionarni problém vedeni tepla (12.13) je popsan
diferencialni rovnici prvniho fadu, odpovidajici dynamicky problém (11.7) je reprezentovan
rovnici druhého fadu. S tim souvisi jiny algoritmus feSeni pfisluSnych rovnic. Stejné€ jako u
matice hmotnosti M, lze i matici tepelné kapacity Cr pouZit v konzistentni nebo diagonalni
form¢ — viz odst. 11.1, rov. (11.8), (11.9).

Stacionarni, Casové neproménny problém vedeni tepla ziskdme vypusténim pravé strany

z rovnice (12.1)

o’T o°T o°T
+ +
ox*  oy* oz’

. )+0=0, (12.14)



coz v diskrétni podob¢ vede na soustavu rovnic

Kr.Ur = Fr .

(12.15)

Jedna se o soustavu obdobnou linedrnimu statickému problému pruznosti, jejiz feSeni se
zpravidla realizuje pomoci stejnych procedur, popsanych v kap.8.

12.2 Alternativni fyzikalni interpretace rovnice vedeni tepla

Stacionarni rovnice vedeni tepla (12.14) je jen jednou z moZnych fyzikalnich interpretaci
kvaziharmonické rovnice, ktera ma v obecnéj$im ptipad¢ nehomogenniho ortotropniho

materialu tvar

e, Ty L, Ty v =0
ox ox oy ~ Oy oz oz

(12.16)

To znamena, ze 1 jeji diskretizovana podoba (12.15) se dé interpretovat riznym zptisobem a
vSechny procedury feseni teplotniho problému lze pti odpovidajici zdméné materidlovych
konstant a proménnych veli¢in pouzit i k feSeni jinych, vzdjemné analogickych fyzikalnich
dé&jt. V komercnich systémech MKP se této analogie skutecné vyuziva a tytéz ¢asti programi
jsou pouzivany pro feSeni odlisSnych problémii. Vzajemna zdména odpovidajicich veli€in se

fidi pravidly, uvedenymi v nasledujici tabulce:

Tab.12.1 Vzajemné analogické fyzikalni problémy

Problém Nezndma kyky (resp.k = k,=ky) Q
Vedeni tepla Teplota Tepelna vodivost Vnitini tep.zdroj
Prisak kapaliny Hydraulicky potencidl | Permeabilita -
poréznim materidlem
Nestlacitelné Proudova funkce Jednotkova hodnota | Rotor
proudéni
Membrana Prihyb Membranova sila Tlak
Krut obec.prifezii Funkce napéti (Smykovy modul G)" | Dvojnasobek zkrutu
Krut obec.priifezii Deplanacni funkce Jednotkova hodnota -

El. proud Napéti El.vodivost Vnitini el.zdroj
Magnetostatika Magnet. potencial Magnet.odpor Proudova hustota

Pti praktické aplikaci uvedenych analogii musime ovSem upozornit na velké riziko formainée
provadenych vypoctit bez dostatecné znalosti fyzikalni podstaty feSené problematiky, které

mohou vést ke zcela zavadeéjicim vysledkum. Toto riziko se v poslednich letech stale zvétSuje
umérné tomu, jak se vykonné vypoctové systémy stavaji dostupnéjsi a uzivatelsky stale vice

»pratelské®.

12.3 Teplotni napjatost

Rada strojnich soudasti (energetika, tvateci stroje, motory) pracuje za vysokych teplot
s nerovhomérnym a ¢asove neustalenym teplotnim polem. Diky tomu dochazi k teplotni
dilataci materialu a tenzor pfetvoteni je nutno rozdélit na dvé slozky,

eE=¢gster.
Prvni z nich je vyvolana mechanickym zatizenim (napétim), plati tedy

€ = Dlo ,

(12.17)

(12.18)




resp.

c=D.e& =D.(g-¢e7) .

Druha slozka je vyvoldna teplotni roztaznosti materialu

er= o.AT =0.[1,1,1,0,0,0]". AT,

(12.19)

(12.20)

kde o [K™'] je koeficient teplotni roztaznosti. Rovnomérné oht4ti homogenniho izotropniho
materidlu, pfi kterém neni zabranéno volné dilataci, nevyvola v télese zadnou napjatost.
Nerovnomérné teplotni pole a/nebo omezeni volné dilatace okolim vSak mlize vyvolat
napjatost, prevysujici roven ostatnich zatézujicich vlivi. K jejimu urceni vyjdeme z vyrazu
pro energii napjatosti (3.2), ve kterém ovSem za pretvoreni dosadime slozku &

W= ;ch.sch= ;m(s-sT)T.D.(s-sT)de

= ;msT.D.st—ﬂfsT.D.sTdV+ ;IIISTT-D-STdV

(12.21)

Jestlize celkové pietvoreni vyjadiime v MKP obvyklym zpisobem pomoci deformacénich
parametrt € = B.d a dosadime i za &r z (12.20), dostavame

W= ;STIH B'.D.BdV5-8"[[| B.D. . AT dV + ; a'.D.aAT?.V

(12.22)

V integralu prvniho ¢lene vyrazu (12.22) poznavame standardni matici tuhosti
k=/[B".D.Bd4V,

tak jak byla pro rizné typy prvkl odvozena v kapitolach 3-5. Integral druhého ¢lene vyrazu
(12.22) pak ptedstavuje prvkovou matici teplotniho zatizeni

fr=/[ BL.D. 0. AT dV .

Jestlize dale rozsitime energii napjatosti (12.22) o potencial vnéjSiho mechanického zatizeni
od dalSich zatézujicich faktorti a uplatnime postup detailné popsany v odst.3.2.4 a 3.2.5
(sestaveni globalnich matic, minimalizace funkcionalu IT), ziskdme zakladni rovnici MKP

v obvyklém tvaru

K.U=F,

(12.23)

(12.24)

(12.25)

kterd ma v matici zatizeni F zahrnuty i vliv teplotniho zatizeni dle (12.24). Posledni ¢len
vyrazu (12.22) neni zavisly na deformacnich parametrech a pti minimalizaci funkcionalu IT

proto odpada.

Pro feSeni teplotni napjatosti pomoci MKP je vyhodné pouzit stejné site, kterd byla pouzita uz
pii pfedchazejici analyze teplotniho pole. Vysledné uzlové teploty, ziskané feSenim rovnice
(12.13), resp. (12.15), 1ze pak ptimo pouzit jako vstupy nasledujici deformacné-napétoveé
analyzy. Knihovny konec¢nych prvka v komercnich systémech nabizeji pro vSechny bézné
typy strukturnich prvki (viz kap.4-7) i odpovidajici teplotni prvky. Zména typt prvkl na celé
siti je zpravidla provedena automaticky pii pfechodu z jednoho typu tlohy na druhy. Pfehled
nejbéznéjsich vzajemne si odpovidajicich prvkl je uveden v nasledujici tabulce.

Tab.12.2 Odpovidajici

prvky pro teplotni a deformacné-napétovou analyzu

Dimenze

Teplotni analyza

Deformacéni anal.

viz obrazek ¢.

Pruty - vroving
- V prostoru

LINK32

LINK33

LINK1, BEAM3
LINKS, BEAM4

41,44
42,4.5




Rovinné problémy

Prostorové problémy

PLANESS
PLANE77
SOLID70
SOLID90

PLANEA42
PLANES2
SOLIDA45
SOLID95

5.10
5.8
5.13
5.16

Ilustrace feSeni ulohy teplotni napjatosti na jednoduchém piipadu nerovnomérné ohtaté stény
valcové nadoby je uvedena v prikladu 12.2. Vysledné prubehy teploty a slozek napéti po
tloust’ce nadoby jsou uvedeny na obr.12.1 a 12.2.

Uvedena tuloha se tykala stacionarniho teplotniho pole. Naro¢n¢jsi je posouzeni napjatosti od
nestacionarniho teplotniho pole, coZ je ovSem Casty ptipad pii posuzovani spolehlivosti
energetickych zafizeni, kde kritickymi etapami jsou jednotliva spousténi a ohfev. V takovém
piipadé je pak nutno ve vSech casovych krocich, v nichZ mame k dispozici teplotni vysledky,
uskute¢nit napétoveé-deformacni analyzu (12.25) a mezi jejimi vysledky vybrat ¢asovy
dopfedu znam a zpravidla lezi uvnitf intervalu, ¢asové ohrani¢eného pocatkem déje a
ustalenym stavem. Proto mliZe byt nestacionarni analyza ¢asové velmi naro¢na jak z hlediska
vlastnich vypoctu, tak z hlediska nasledného vyhodnocovani vysledku.
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Obr.12.1 Teploty ve sténé nadoby [°C]
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Struény slovnik zakladnich pojmu MKP v mechanice téles

Cast &esko-anglicka

adaptivni tvorba sité adaptive meshing
automatickd tvorba nepravidelné sité free meshing
automatické tvorba pravidelné sité mapped meshing

bazova funkce

borceni

bouleni

Castiglianova véta
celkova potencialni energie
¢islo podminénosti
Ctyfuhelnikovy prvek
deformace

deska

deviator napéti
diskretizace

dvouosy

faktor intensity napéti
frontalni metoda
generator sité
geometrickd matice tuhosti
geometrické rovnice
hlavni napéti, pretvoreni
chyba diskretizace
iterace v podprostoru
izoparametricky
izotropni zpevnéni
jednoosy

kinematické zpevnéni
kompatibilita, spojitost
konstitutivni rovnice
kontaktni prvky
kontaktni prvky

shape function
warping

buckling
Castigliano’s theorem
total potential energy
condition number
quadrilateral element
deformation

plate

deviatoric stress
discretisation

biaxial

stress intensity factor
frontal method

mesh generator
geometric stiffness matrix
strain-displacement relations
principal stress, strain
discretisation error
subspace iteration
1soparametric
isotropic hardening
uniaxial

kinematic hardening
compatibility
constitutive equations
contact elements

gap elements



kontaktni prvky

kontaktni prvky

konvergence

krut

kiehky

kfivka Zivotnosti, inavova kiivka
kvadratické momenty plochy
lom

lomova mechanika

matice hmotnosti

matice poddajnosti

matice tlumeni

matice tuhosti

membrana

membranovy, téz sténovy prvek
Metoda hrani¢nich prvkl
Metoda kone¢nych diferenci, met. siti
Metoda kone¢nych prvkl

mez kluzu

mez pevnosti

mez Unavy

mezni podminka max. smykovych napéti
mezni podminka pruznosti
mezni podminka pruznosti HMH
MKP

modalni analyza

modalni matice

modul pruznosti

modul pruznosti ve smyku
Mohrova kruZnice

moment

napéti

napét’ova matice tuhosti
nekompatibilni prvky

nestabilni deformace prvk sité

interface elements

joint elements
convergence

torsion

brittle

S-N curve

area moments of inertia
fracture

fracture mechanics

mass matrix

compliance matrix
damping matrix

stiffness matrix
membrane

membrane element
Boundary Element Method, BEM
Finite Difference Method
Finite Element Method
yield stress

strength limit, ultimate strenght limit
fatigue limit

Tresca criterion, maximum shear stress crit.
yield criterion

von Mises criterion

FEM

modal analysis

modal matrix

modulus of elasticity
shear modulus

Mohr’s circle

moment

stress

stress stiffness matrix
incompatible elements

hourglassing



nosnik, prut namahany ohybem
objemova sila

ohybové (napéti, moment)
okrajové podminky

0sova symetrie

pasova matice

pevnost

plasticita

plasticita ¢asové nezavisla
plasticita Casové zavisla, viskoplasticita
podminky kompatibility
pohyb

pohyb tuhého télesa
pohybové rovnice
Poissonovo ¢islo

pokutova funkce

pomér stran prvku

posuv

poskozeni

princip virtualni prace
problém vlastnich hodnot
prosté zatézovani
prostorovy Ctyfstén (prvek)
prostorovy Sestistén (prvek)
prithyb

prufez

pruzinové prvky

pruznost

prvek

piechodovy problém
pfetvoreni, pomérna deformace
piihradova konstrukce

ram, rdmovy prvek

ramova konstrukce

reakce ve vazbach

beam

body force

bending (stress, moment)
boundary conditions
axial symmetry

banded matrix

strength

plasticity

rate independent plasticity
rate dependent plasticity
compatibility equations
motion

rigid body motion
equations of motion
Poisson’s ratio

penalty function

aspect ratio of element
displacement

damage

principle of virtual work
eigenproblem
proportional loading
tetrahedral element
brick

deflection

cross-section

spring elements
elasticity

element

transient problem

strain

pin-jointed frame structure
frame

frame structure

reaction at supports



redukované napéti

rotac¢n¢ symetrickd télesa
rotaCni vazba

rovinnd napjatost, pietvoreni
rovnice

rovnice rovnovahy
rovnovaha

rychlost

sit’ kone¢nych prvki
skotfepina

sloupcova matice pravé strany

sloupcova matice slozek tenzoru napéti

sloupcova matice slozek tenzoru pretvoreni

sloupcova matice uzlovych sil
sloupcova matice zatizeni
smyk

smykové zablokovani

soucinitel koncentrace napéti, tvarovy souc.

spektralni matice

staticky urcity, neurcCity, preurceny

stied smyku
sttedni napéti
stupenl volnosti
substruktura
Spatna podminénost
tah

tahova zkouska
tahovy diagram
télesové prvky
tenkosténny
tenzor

teplotni napéti
tlak (v ose prutu)

tlak (v pneumatice)

equivalent stress

solids of revolution
pin-jointed support
plane stress, strain
equation

equations of equilibrium
equilibrium

velocity

mesh, FE mesh

shell

right-hand side vector
stress vector

strain vector

nodal force vector

load vector

shear

shear locking

stress concentration factor

spectral matrix

statically determinate, indeter..., overdeter...

shear centre

mean stress

d.o.f., degree of freedom
substructure
ill-conditioning

tension

tensile test

stress-strain diagram, constitutive curve

solid elements
centroid
thin-walled
tensor
thermal stress
compression

pressure



trhlinové prvky

trojuhelnikovy prvek

tuhé prvky

tuhost

ty¢, prut namahany pouze tahem
unava

uzel

variacni pocet

vazba, omezeni

vazba, podpora

vektor napéti

vetknuty nosnik

viskoplasticita, plasticita Casové zavisla
vlastni hodnota, vlastni ¢islo
Youngliv modul

zablokovani sité

zatizeni

zjemnéni sité

zkos

zpevnéni

zrychleni

crack-tip elements
triangular element
rigid elements
stiffness

bar, truss

fatigue

node

calculus of variations
constraint

support

stress vector
cantilever beam
viscoplasticity, rate dependent plasticity
eigenvalue

Young’s modulus
mesh locking
loading

mesh refinement
shear strain
hardening

acceleration



Struény slovnik zakladnich pojmu MKP v mechanice téles

acceleration

adaptive meshing

arca moments of inertia
aspect ratio of element
axial symmetry

banded matrix

bar, truss

beam

bending (stress, moment)

biaxial
body force

boundary conditions

Boundary Element Method, BEM

brick

brittle

buckling

calculus of variations
cantilever beam
Castigliano’s theorem
centroid
compatibility
compatibility equations
compliance matrix
compression
condition number
constitutive equations
constraint

contact elements
convergence
crack-tip elements

cross-section

Cast anglicko-&eska

zrychleni

adaptivni tvorba sité
kvadratické momenty plochy
pomg¢r stran prvku

osova symetrie

pasova matice

ty¢, prut namahany pouze tahem
nosnik, prut namahany ohybem
ohybové (napéti, moment)
dvouosy

objemova sila

okrajové podminky

Metoda hrani¢nich prvkl
prostorovy Sestistén (prvek)
kiehky

bouleni, vyboceni pfi ztrat¢ stability
varia¢ni pocet

vetknuty nosnik

Castiglianova véta
kompatibilita, spojitost
podminky kompatibility
matice poddajnosti

tlak (v ose prutu)

¢islo podminénosti
konstitutivni rovnice

vazba, omezeni

kontaktni prvky

konvergence

trhlinové prvky

prifez



d.o.f., degree of freedom
damage

damping matrix
deflection

deformation

degree of freedom, d.o.f.
deviatoric stress
discretisation
discretisation error
displacement
eigenproblem
eigenvalue

elasticity

element

equation

equations of equilibrium
equations of motion
equilibrium

equivalent stress

fatigue

fatigue limit

FEM

Finite Difference Method
Finite Element Method
fracture

fracture mechanics
frame

frame structure

free meshing

frontal method

gap elements

geometric stiffness matrix
hardening

hourglassing

ill-conditioning

stupenl volnosti

poskozeni

matice tlumeni

prihyb

deformace

stupeil volnosti

deviator napéti

diskretizace

chyba diskretizace

posuv

problém vlastnich hodnot
vlastni hodnota, vlastni ¢islo
pruznost

prvek

rovnice

rovnice rovnovahy
pohybové rovnice
rovnovaha

redukované napéti

unava

mez Unavy

MKP

Metoda kone¢nych diferenci, met. siti
Metoda kone¢nych prvka
lom

lomové mechanika

ram, rdmovy prvek

ramova konstrukce
automatickd tvorba nepravidelné sité
frontalni metoda

kontaktni prvky
geometrickd matice tuhosti
zpevnéni

nestabilni deformace prvki sité

Spatna podminénost



incompatible elements
interface elements
isoparametric
isotropic hardening
joint elements
kinematic hardening
load vector

loading

mapped meshing

mass matrix

maximum shear stress criterion, Tresca crit.

mean stress
membrane
membrane element
mesh generator
mesh locking
mesh refinement
mesh, FE mesh
modal analysis
modal matrix
modulus of elasticity
Mohr’s circle
moment

motion

nodal force vector
node

penalty function
pin-jointed frame structure
pin-jointed support
plane stress, strain
plasticity

plate

Poisson’s ratio
pressure

principal stress, strain

nekompatibilni prvky
kontaktni prvky
izoparametricky
izotropni zpevnéni
kontaktni prvky
kinematické zpevnéni
sloupcova matice zatizeni

zatizeni

automaticka tvorba pravidelné sité

matice hmotnosti

mezni podminka max. smykovych napéti

sttedni napéti
membrana
membranovy, téZ sténovy prvek
generator sité

zablokovani sité

zjemnéni sité

sit’ kone¢nych prvkl

modalni analyza

modalni matice

modul pruznosti

Mohrova kruZnice

moment

pohyb

sloupcova matice uzlovych sil
uzel

pokutova funkce

piihradova konstrukce

rotacni vazba

rovinna napjatost, pretvoieni
plasticita

deska

Poissonovo ¢islo

tlak (v pneumatice)

hlavni napéti, pfetvoreni



principle of virtual work
proportional loading
quadrilateral element

rate dependent plasticity
rate independent plasticity
reaction at supports
right-hand side vector
rigid body motion

rigid elements

shape function

shear

shear centre

shear locking

shear modulus

shear strain

shell

S-N curve

solid elements

solids of revolution
spectral matrix

spring elements

statically determinate, indeter..., overdeter...
stiffness

stiffness matrix

strain

strain vector
strain-displacement relations
strength

strength limit, ultimate strenght limit
stress

stress concentration factor
stress intensity factor
stress stiffness matrix

stress vector

princip virtualni prace

prosté zatéZovani

ctytuhelnikovy prvek

plasticita Casove zavisla, viskoplasticita
plasticita ¢asoveé nezavisla

reakce ve vazbach

sloupcova matice pravé strany
pohyb tuhého télesa

tuhé prvky

bazova funkce

smyk

stted smyku

smykové zablokovani

modul pruznosti ve smyku

zkos

skotfepina

kiivka Zivotnosti, inavova kfivka
télesové prvky

rotacné symetricka télesa
spektralni matice

pruzinové prvky

staticky urcity, neurcity, preuréeny
tuhost

matice tuhosti

pfetvoieni, pomérna deformace
sloupcova matice slozek tenzoru pretvoreni
geometrické rovnice

pevnost

mez pevnosti

napéti

soucinitel koncentrace napéti, tvarovy souc.
faktor intensity napéti

napét'ova matice tuhosti

vektor napéti, Ccastéeji
slozek tenzoru napéti

sloupcova matice



stress-strain diagram, constitutive curve
subspace iteration
substructure

support

tensile test

tension

tensor

tetrahedral element
thermal stress
thin-walled

torsion

total potential energy

transient problem

Tresca criterion, maximum shear stress crit.

triangular element
truss, bar

uniaxial

velocity

von Mises criterion
warping

yield criterion
yield stress

Young’s modulus

tahovy diagram

iterace v podprostoru
substruktura

vazba, podpora

tahova zkouska

tah

tenzor

prostorovy Ctytstén (prvek)
teplotni napéti

tenkosténny

krut

celkové potencidlni energie
prechodovy problém

mezni podminka max. smykovych napéti
trojuhelnikovy prvek

ty€, prut namahany pouze tahem
jednoosy

rychlost

mezni podminka pruznosti HMH
borceni

mezni podminka pruznosti

mez kluzu

Youngliv modul
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